— Aus der ,,Schiilerinformatik* vor 20 Jahren -

Modul 24

Feigenbaum-Automat

Nichtlinearer deterministischer Automat, der fUr bestimmte
Parameterbereiche Bifurkations- bzw. chaotisches Verhalten zeigt

Der Begriff "deterministischer Automat” (dA) ist entstanden als abstraktes
Modell realer diskontinuierlich (zeitdiskret, getaktet) und determiniert arbeitender
informationeller Systeme mit Eingabe-, Ausgabe-, Verkn(pfungs- und
Speicherelementen als Tr&er informationeller Prozesse.

Der dA ist zugleich aber auch ein Notierungssystem mit integrativem,
konstruktivem und heuristischem Charakter fCr eine betr&htliche Anzahl von
Algorithmen.

Die Einbettung von Algorithmen in das mathematische Modell dA ist ein
ntzliches Werkzeug fir systematische Erweiterungen, Verallgemeinerungen,
Kombinationen, ... von Algorithmen unter Einvernahme des theoretischen und
ingenieurmd&3g-pragmatischen Methodeninventars fir die Analyse und Synthese
von Automaten (Schaltbilddenken, EinfUgen zus&zlicher Ritkkopplungen,
Zusammenschaltungen, Zustandskopplungen; vgl. [1], Abschn. 4 und [2], Abschn.
2.3). Vielfach ergibt sich dabei zwanglos die Hinzunahme eines zun&hst nicht
vorhandenen Schalt- (x € {0,1}) bzw. Steuereingangs

(x € R) (Analogie: Diode — Transistor).

Ein dA wird durch nachstehendes Blockschema Bild 1 symbolisiert.

dA
bD- (X Y,ZR,520))

Eingangsgrole Ausgangsgrofie

(1) Zustandsgrolie (1)
z(t)

Bild 1: Blockschaltbild des dA @

Hierbei ist
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re X - Eingangsvariable € Eingangsmenge/Eingabealphabet (1)

yeY - Ausgangsvariable € Ausgangsmenge/Ausgabealphabet 2
z€ 4 - Zustandsvariable € Zustandsmenge/internes Alphabet (3)
teT=N, - Taktzeitpunkt € {0,1,2,....} (4)
R: XN x4 =Y - (eindeutige)- Ergebnisabbildung, (5)

Elementnotation y = r(x, z)

S5: X x 724 = 7 - (eindeutige) Folgezustandsabbildung, (6)

Elementnotation z' = s(x, z)

z(0) e Z - Anfangszustand. @)

¢ beschreibt die sequentielle, &uidistant getaktete und deterministische
Umformung einer Eingangsfolge (eines Eingabewortes)

wr(t) = x(0).x(1).....2(¢) € X~ (8)

in eine Ausgangsfolge (ein Ausgabewort)

wy(t) = y(0),y(1).....y(t) € Y~ 9)

Dabei wird in jedem Taktzeitpunkt t € N, (fester aber beliebiger Zeitwert) aus dem
einlaufenden Eingangswert x(r) € x und dem im Zeitintervall
(z —1,7] "im dA gespeicherten” Zustandswert z(7) € Z

« der Ausgangswert y(r) = r(x(z), z(r)) gebildet und unmittelbar ausgegeben,
der neue Zustandswert  z(r + 1) = s(x(1),z(r)) gebildet und der alte

Zustandswert z(r) mit z(t+1) "uberschrieben". z(r+1) bleibt danach im
Intervall (z,z + 1] im dA gespeichert, Bild 2.



x(T) z(T)
bzw. ® o—e
W) o—
° —i
[ ]
- T 1 T Tt ' T1 T T+1 ¢

Bild 2: Arbeitsregime des dA &
Beispiel:

Verzdgerungselement erster Ordnung (D1), Bild 3

x(t) Dl vit)

s -
Z(t)

Bild 3: Verz&gerungselement erster Ordnung

X=Y=Z (10)
y=rixz)=z (12)
z'=s(x,z)=x (12)

Jeder Eingangswert x(t) erscheint um einen Takt verz&ert als y(z + 1)am
Ausgang, er wird als Zustandswert z(7) fUr einen Takt in D1
gespeichert, x(t) und y(7) sind dabei vollsténdig entkoppelt.

Die Einbettung der von M.J. Feigenbaum 1975 erstmalig numerisch aussch&pfend
untersuchten logistischen Iterationsgleichung [3.4,5,6,7,8]

Tip1 = dax; (1 —x;) (13)
mit
a, xop € R [0,1] (14)

in das mathematische Modell dA gem&3Tabelle 1 fthrt zu dem in Bild 4
dargestellten Feigenbaum-Automaten.
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xt)  F yt)

I(t)

Bild 4: Feigenbaum-Automat
F = (X.Y.Z.R.S.2(0))

mit

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Logistische ilaeR[0.1] zo € R[0.1] |z; € R[0.1] |z =4az(l—x)
Iterationsgleichung
dA tlz(t) e R0, 1]|2(0) € R0, 1]{z(t) € R[0, 1] [2(t + 1) = s(z(t). z(1)) y(t) = r(z(1), z(1))
= z(t) f(z(1)) _ (1)
mit f{z)=4z(1—z) z(t)
Tzl y(t) € R:D‘ 1]
Tabelle 1: Automateneinbettung der logistischen Iterationsgleichung
Bei konstanter Eingabe
T {i‘) = a (20)

und der Initialisierung




z(0) #0:1 (21)

zeigt der Feigenbaum-Automat folgendes Verhaltensmuster:

. Firo<a<>wird
o hach einem i.a. kurzen Einschwingvorgang, dessen Dauer von a und
in geringem Maf% auch von z(0) abhangt

. 1 . .. -
o undbeia=a,= S éin scharf ausgepré&gtes lokales Maximum,

beia =a, = % eine scharf ausgepr&yte Polstelle (?) besitzt,

o Station& ein konstanter Wert y..,. ausgegeben, der nur von a und
nicht von z(0) abhé&ngt.

« Daim station&en Fall hier

y(t+ 1) = y(t) (22)
« undwegen GI. (17) und (20) auch

z(t+ 1) = =(t) (23)

« ist, folgt aus den GIn. (18), (19) und (20) sofort eine Bestimmungsgleichung
fUr z(t) (im folgenden kurz mit = bezeichnet)

1
zz+( —1)z=[] (24)
4 a

« und mit GI. (17) auch ftr y(t) (im folgenden kurz mit y bezeichnet)

1 /1
y2+—( —1)y=[]. (25)

a \da

« Die quadratische Gleichung (25) besitzt die L&ungen

1 1  4da-1

y1=0: yo=— —

— (26)
a da? 4 a*




o davon wird y, im Intervall 0 < a < i (hierFist y, < 0)und y, im
Intervall % <a< Z (hierist y, = 0) durch  realisiert.

« Fur die station&e Ausgabe erh&t man damit

0 0<a<;
ysiﬂi.(ﬂ) = fl_ll'

1 1 1 3

2 T 1 1Sasg

« Aus Gl. (27) folgt sofort: y..,¢ (a) besitzt
o ein Maximum bei

Aoy =— Mp =

B2 | =

o mit
ysiﬂi.(?nﬂj = 1 .

o einen Wendepunkt

., = a —ﬁ
wp — Wl — A
o mit
8
ysm:.[ﬂl) = 5

. Bild 5 zeigt den Verlauf von y.,: (@) gem&RGl. (27), dazu ist der
zugeh&rige experimentell ermittelte Verlauf der Einschwingdauer? in
Abhé&ngigkeit von a dargestellt.

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)



! Einschwingdauer: Taktnummer, bei der
_wolta) = (1 = 107%) yo(oc, @) = (1 = 107"} yurarola)
erstmalig Ist.
Hier wurde & = 5 gewahlt.

R ———"""1) 1000]
0.8 ., 800
i .
b
o |
;0.8 T 600
m =
I 2 -
= 0.4 E 400
L] |
[
. |
0 0
[a] Go= .: m = . 0 : :
a i
Station&e Ausgabe Zugehdriger Verlauf der
Ystarda): 0 < a <1 Einschwingdauer
1 = 1 = 1
c) 0 0 d) 0 g ! 1| HIH
2 2 il
0.8 0.8
W 0.6 ) i H 0.5 . 'I:
= [ i 2
0.4 1 0.4 1 i
.2 e n g iy ] 0.z thy Lty iy ey
0.75 0.8 0.85 0.86 0.88 0.9  0.92
da a
Station&e Ausgabe Station&ie Ausgabe
3
aj: =< a
Yarf@): § < Yot () 0.862 < a

Bild 5



« Man erkennt: F' kann fir den ,,Nutzbereich™0 < a S% als iterativer
Gleichungsl&er fU die quadratische Gleichung (25) interpretiert werden.

« Bei weiterer Erhéhung von a ibera; = % hinaus werden
o nhach einem Einschwingvorgang, dessen Dauer wie in Bild 5b)
dargestellt potentialtopfartig von @ und nur in ganz geringem Mal%
von z(0) abhé&ngt
o Station& zwei periodisch aufeinanderfolgende Werte yg;4:.0 UNd

Ystara Mit
Ystat.0 = Ystat.1 (32)
ausgegeben, die nur von a und nicht von z(0) abh&ngen.
« Hier ist also im station&en Fall
y(t + 2) = y(t) (33)
« undwegen GI. (17) und GlI. (20) auch
z(t+2) = =z(1). (34)
« Andererseits folgt aus den Gin. (18), (19) und (20)
zZ(t+ 1) =4daz(t) (1 — z(t)) (35)
Z(t+2)=4daz(t+1)(1 —=z(t+1)). (36)

« Damit lassen sich nun yg,4;.0(a) und ygqe 1 (@) berechnen. Man erht nach
Umformung (Aufgabe 24.1)

1 1 1 da—1\"
Ystat.o1(@) = 5 +8a5':l:fla? 5 —1

= —((“a+ £ Va—17-1). 37)

=

[a
oy |



« Aus Gl. (37) folgt (Aufgabe 24.1):

o

@)

FU
3
=iy = —
1 11

ist

8
9

Ystatnl@1) = Ystar.1(1) = —.

Mit GI. (31) ist damit gezeigt: vy, (a) besitzt beia = a,
einen Tripelpunkt, den ersten Bifurkationspunkt (vgl. Bild 5a)).

Ystat.o (@) besitzt ein lokales Maximum bei
1

Qipgr = My = I (\./g'l' ]_)

mit

Ystat.o(my) = 1.

HierfUr ist

ystut.l[??ll) =

d.n. yeiae1(my) teilt ygiq:0(my) nach dem Goldenen Schnitt

[9,10.11].

Bild 5c¢) zeigt den Verlauf von y.;4:.0(a) gem&83Gl. (37).

Aufgabe 24.1

o

o

Leiten Sie Gl. (37) aus den Gln. (32) bis (36) her.
Berechnen Sie das Maximum von y.;,:0(a) (GIn.(40) und (41)) aus
GL.(37).

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)
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o Entwickeln Sie

1
Ystat.0:1(@) = 8— ([’1 a+1)++/(4a—1)2- (43)

ﬂE'

an der Stelle a = m; in eine Taylor-Reihe.

o Vergleichen Sie diese Reihe mit der Taylor-Reihe von

da—1
12 cap < a<ay (44)

ysiﬂi.(ﬂ) =

fUr den Entwicklungspunkt a = m,

. Bei

ay = ll (\/§+ 1) (45)

beginnt eine weitere Aufspaltung von yg:.: () :

o nhach einem Einschwingvorgang, dessen Dauer wiederum
potentialtopfartig von a (Bild 5b)) und nur in ganz geringem Mal%
von z(0) abh&ngt

o Wwerden station& vier periodisch aufeinanderfolgende Werte
Ystat.0 » Ystat.1» Ystat.2 und Ystat.3 mit

Ystat.0 = Ystat.2 = Ystat.3 = Ystat.1 (46)

(vgl. Bild 5c)) ausgegeben, die nur von a und nicht
von z(0)abh&ngen.

« Im stationzien Fall ist hier also
y(t+4) = y(t) (47)

« und wegen Gl. (17) und Gl. (20) auch



z(t+4) = z(1). (48)

« FU die dazwischenliegenden Takte gelten die Rekursionsgleichungen

Ht+1) = daz(t)(1 - 2(t)) . (49)
2t42) = daz(t+1)(1—z(t+1)) (50)
zZ(t+3) = daz(t+2)(1 —=z(t+2)) (51)
Z(t+4) = daz(t+3)(1—=2(t+3)). (52)
Aufgabe 24.2

o Generieren Sie aus den GlIn. (47) bis (52) in Analogie zu Aufgabe 24.1
Formelausdricke fUr

Ystat.0:1:2:300) 1 @2 < a < as. (53)

o Berechnen bzw. verifizieren Sie damit a, gem&3Gl. (45).

« Es zeigt sich, daRReine formelm&3ge Berechnung des lokalen Maximums
VON Y¢rat0(@) im Bereich a, < a < a; praktisch nicht m&ylich ist.

« Zu seiner iterativen Berechnung wird folgender plausibler Ansatz gemacht:
o Maximum bei

Aoz = T3 (54)
o mit

Yetato(ma) = 1 (vgl. Bild 5a) und Bild 5c)). (55)

Die GlIn. (17), (20), (47) bis (52) und (55) generieren das

Iterationsgleichungssystem

Yo = 1 (56)

1 = 4day(l —auyo) (57)



Y2 = ’1ﬂy1(1—ﬂy1)
Yz = ’1ﬂy2(1—ﬂyz)

Yo = "1'334’3[1—'3?;3)-

o Hieraus folgt mit Gl. (46) bei EinfUhrung der Abkirzungen

A=2a-1

B=2a=A+1

o die gestaffelte Kettenwurzeldarstellung [6,12,13,14,15]

yo = 1

Yz =

2. = g B

| =

G A LA A (A A1 AE
A=N\NEB"BVE BVET\BTB\E B\B

- Gl. (67) wird nun als Schleifenk&per fir die iterative Berechnung

von m,, interpretiert, danach erfolgt die Berechnung von
Ystar.i(M2): 1 = 0(1)3 mittels Gl. (63) bis (66): (Al).

(58)
(59)

(60)

61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)
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Eingabe: 12 stare ;. €

a =1 219 gpart — 1

|z — 2| > ¢

o= T _ l i
Y J

Mo 2 Y
Ystatolme) =1
. ‘, 1
Ystat.al 1) = y

Ystar.2(ma) = j (1 + \/5_1;)

, ;. 1
Ystar.1(M2) = v

I
=
—
I
=R
|
Ao |
=y |

Algorithmus (Al): Iterative Berechnung von m, ; Berechnung
VoNn Yseqri(my):i = 0(1)3

Mittels (A1) erh&t man

mo = 0.87464 04248 319253 . ..
Ystat.o(2) = 1

Ystat.a(ma2) = 0.57166 3492567339 5. ..
Ystat.2(m2) = 0.9458025121 854646 . ..

Ystat.1 (M) = 0.43857 82083 27018 ... .

Aufgabe 24.3

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

o FUhren Sie die vorstehend nur skizzierte Herleitung des Algorithmus

(A1) mit allen Einzelschritten durch.



o Untersuchen Sie experimentell das Konvergenzverhalten von (Al) bei
plausiblen Startwerten m, g q.¢ -

J T 1 T 1 \/?
ST =
L) L) i u L)
|

|

[ t)—=(t4+1]

.‘:H} .:-’l,'j|::|f.} .‘3;,“} ff.‘:“} = ttll—=t12) ff.?ll-jlif.} ff.‘:;,l{nf.}
0| 2mgstare — 1

Durchlaufnummer in (A1)
t = (0 Initialisierung
o Formulieren Sie darauf basierend Vorschl&ye zur
Konvergenzverbesserung von (Al). Testen Sie diese Verfahren
experimentell.
o Interpretieren Sie die geschachtelten Wurzelausdritke in (Al)
geometrisch.

Aufgabe 24.4

o Lassen sich aus den GIn. (63) bis (67) Gruppeneigenschaften in

Vstat.o(M2), Vstar1 (M2), Vstar.2(M2), Vsear 3 (M)} erkennen?
o Zeigen Sie, daf3sich die GIn. (64) bis (67) auch implizit als Kettenpotenzen

[14] notieren lassen:

(1-Bys)" =0 (73)

(A= B(1—Byy)") =0 (74)

(A—B(A—B[I—Byl)?)z)gzﬂ (75)
2 2

(;1 - B (fi — B (A - B(A)?)?) ) =10. (76)

o Interpretieren Sie diese Gleichungen.

o Geben Sie basierend auf den GlIn. (63) bis (67) bzw. (73) bis (76)
mdglichst einfache Zusammenhé&age zwischen den
Ystari(Mz):i = 0(1)3 (und m; ) an.
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Wie in den Bildern 5a), 5¢) und 5d) dargestellt, folgen bei weiterer
Erhdaung von a in immer kirzeren Absténden ad infinitum weitere
Periodenverdoppelungen; im Intervall

a,<a<a,:n=34,..,

i, ~= ., — Ko "
a.. = 0.8924. .. (77)
K =0.6592...
d=4.6692... [8],

werden station& 2" periodisch aufeinanderfolgende

Werte Verar.0r Ystatir - - - Vsear.2n—1 ausgegeben, die nur von a und nicht
von z(0) abh&ngen.

Bild 6 zeigt schematisch die dabei zu beobachtende Wertestaffelung.

' Vstar[A)
0/0
0/0
81
L2/2
o9 41
/3
6 /4
5 2
0/0 I L5
L0/
2/3
0 27
38
34
LL/9
/1
377 L5/L0
3% 75
T
Sie 5/12
3 13/13
9/14
L7
/L5
L. 2. 3. 4. 5. periodenverdoppelnde Bifurkation
oy i Gy, (#E] ds, d

Bild 6: Ausgabereihenfolge und Wertestaffelung im Bifurkationsbereich
Kantenbewertung: Ausgabenummer 1 /Werteplatznummer w



« Sohatmanin Intervall a; < a < a, die station& aufeinanderfolgende 2° -

periodische Ausgabe

Ausgahbe

0o
numirner @

stationire

Ausgabe

mit der Wertestaffelung

Werteplatz
NUIMITET 1w
im Bifurka
tionsbaum
(Bild &)

Werte

Werar 0 10) = Yarar al@) = Yarar
staffelung Yerar 00@) = Yerar 4l2) = Yerar,

(1) = Yorar 2(0) > Yorar 2{a) > Yorarrla) > v,

rar sl@) = ergr (i)

« Der Zusammenhang zwischen Ausgabenummer i = 0(1)2™ — 1 und
zugehdriger Werteplatznummer w im Bifurkationsbaum Bild 6 fCr das
Intervall a,, < a < a,,;4 |83 sich besonders einfach in Bin&notation
darstellen (vgl. [16]). In Bild 7 wird hierzu exemplarisch der

Fall n = 4 betrachtet.
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- Ystar(a) ;

w
0 0 0000 0 0000
0 L g 1000 1 000l
0 1 L 12 1100 2 0010
0 4 0100 3 0011
0 0110 4 0100
0 L L l 4 1110 5  0l0l
0 L 10 1010 6 0110
0 2 0010 7 0111
0 3 00ll 3 1000
0 L 11 101l 9 100l
| | L 1 s 1111 10 1010
0 e 7 0111 11 1011
0 2 5 olol 12 1100
0 L L. § 13 101 13 1llol
0 i = 9 1001 | 14 1110
0 1 0001 15 1111
L. 2. 3. 4. 5. periodenverdoppelnde Bifurkation
a, ay a5 dy ds

Bild 7: Zusammenhang zwischen : und w firn = 4

Dem Bifurkationsbaum aus Bild 6 ist hier ein bin&er Kodebaum
(Kantenbewertung € {0,1}) so (berlagert, daf3sich die Bin&darstellungen
aller : mit dem niederwertigsten Bit beginnend top-down (vom Quellknoten
des Baumes zum zugehd&igen Blattknoten fortschreibend) als
Kantenbewertungsfolge aus diesem Kodebaum auslesen lassen. Es gibt dann
genau ein Konstruktionsprinzip fir die Kantenbewertungen des
Kodebaumes, mit dem das kongenial realisierbar ist: die in Bild 7
eingetragene ,,Paarbildung™™ (— Quanteneffekt?); diese (0-0) bzw. (1-1)
Paarbildung ist in vorstehendem Kontext als Grundprinzip der
Ausgabesteuerung i = s(w) des Feigenbaum-Automaten im
Bifurkationsbereich zu interpretieren!

In Zusammenhang damit erkennt man aus der i | w -Tabelle in Bild 7

sofort:
Die Bin&adarstellung von 2 ist das Spiegelwort der Gray-Codierten der
Bin&adarstellung von w,

a



i =s(w) =g(w)® . o

‘FUr
0 = dyplly_1q ...020105 E {D 1}m+l (79)
b=by,by,_i... bbby c {0,171 (80)
ist
b= g(a) - Gray—Code
mit
by = a4 Fa;: 1 =0.1..... m— 1
b = (81)
a = Aol ... Aoyl — Spiegelwort zu a . (82)
Aufgabe 24.5

Beweisen Sie Gl. (78) fUr beliebiges .

Das Generieren von praktikablen expliziten Formelausdritken
fU Ystar.0.1:2...2n—1(a) inden Intervallen a, < a < ap,1:n = 3,4,..

(vgl. Gl. (27), Gl. (37), Aufgabe 24.1 und Aufgabe 24.2) ist nicht m&ylich.
Statt dessen lassen sich jedoch in v@liger Analogie zum Intervall a, < a <
a; und damit zu (A1) gestaffelte Kettenwurzelausdritke zur iterativen
Berechnung des lokalen Maximums von

Ystat.0(@) (Oberer Zweig von yg;.: (a) ina, < a < a,,, angeben. So erh&t



man fUr n = 3 (Aufgabe 24.6) schlief3ich den Algorithmus (A2) zur
iterativen Berechnung der Maximumsabszisse

ana = M3 und zur darauf basierenden Berechnung der zugeh&igen
Ordinatenwerte yg.,:;(m3):i = 0(1)7.



Eingabe: mag,m: €

z:=0: 2 := 2mM3 0t — 1

|z —z| > ¢

ri=z:y:=z+1

z y—i'ny TR y\/y—l-y ”

— x 1 r 1 » 1 r x 1 x
ma = 3y
Ystar.o(ma) =1
Ystat.7(M3) :i
Ystat.6(M3) ::—(1_|_ f)
ymf_s{mg)::i(l_ i_i 1%
yafuf_4{m3):_i(1_|_\/§+i % i %)
sy =t (1 - 152 )
e Y KSR EREN RN NG

!
—_
I

Ystat.1 (M3) 1= ;

|

(S

b=

Ik =



Algorithmus (A2): Iterative Berechnung von mg; Berechnung von yg.,.;(ms):i =
0(1)7
Mittels (A2) erh&t man

ms = 0.8886602156 922063 . .. (83)
Ystat.o(ma) = 1 (84)
Ystat.7(mz) = 0.56264 47444 938601 . .. (85)
Yetaro(ms) = 0.93473 76943 548296 . .. (86)
Yetars(ma) = 0.4189087715 53283 2 . .. (87)
Ystara(ms) = 0.99154 51200 47857 . . . (88)
Yetar.z(ms) = 0.6143801657 15493 7. .. (89)
Vstar.2(ma) = 0.91203 75423 044246 . . . (90)
Ystat.1(m3) = 0.39577 2946952351 2. .. . (91)

Aufgabe 24.6
o Futhren Sie die Herleitung des Algorithmus (A2) mit allen Einzelschritten durch (vgl.
Aufgabe 24.3).

o Untersuchen Sie experimentell das Konvergenzverhalten von (A2) bei plausiblen
Startwerten msq; gt -
o Formulieren Sie darauf basierend VVorschl&e zur Konvergenzverbesserung von (A2).

Testen Sie diese Korrekturverfahren experimentell.

o Zeigen Sie, daf3sich die fir
ms und die zugehdrigen station&en Ausgabewerte y;q:i(m3):i = 0(1)7 gemd3(A2)

bestehenden Zusammenhéange auch implizit als Kettenpotenzen notieren lassen:



A=2ms3—1: B =2mj;

(A—B (A—B (A—B(A—B(A—B(A—B(A—B(A)z)?)z)z)z) ) ) —0

ys:a:.n[ma) =1
1 - B Ystat. ?[??13))2 =0

2

(:1 B(l - Bysiﬂiﬁ(?ni}))g) =0

2
A—B(A- 5(1-51;3;&“[”13))?)2) — 0

2

A— B A—B(A- 5(1-51;%4(”13))2)2)2) =0

(
(-1 B (4 B(A- B(l—Bysmg,(mg))z)?)z)g) )

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

4 B (4 ~B(A-B(1- Bys,gﬂ:_g[mg))g)z)z) ) ) =0 (100)

(;—’1 - B (A — B (A — B (;—’1 - B (;—’1 —B(A-B(1 - Bys:gt.l(ma))?)z)z)?)?) ) =10.

o Bearbeiten Sie die Ubrigen Fragestellungen von Aufgabe 24.4 sinngem&3fir n = 3.

« Der Algorithmus (A2) 1&% sich nun leicht zu dem Algorithmus (A3)
verallgemeinern.



Eingabe: n: my g €

xr = [:" Z 1= 2My gpare — 1

|z — 2| > ¢

ri=z:y:=z+1

z =

1
My =3y

L
i

Ystat.o(My) := 1

Ystat.an—1(My )

Ystat.2n—2{MMy ) :

Ystat 2n—3(My )

ys!:ﬁ!,ﬁﬂ—fl{?nn] .

Ystat.2(Mp) 1=

Ystat.1(Mp) =

=

=

+ {_1}521“—21

¥

e

=
F
—
[
_—
[
o
e
=

§+L—l}‘~‘2’“-ﬁ\/"—;+.. (=1 4 (- )*"f;\/%
§+(—l}*2“-3§\/§+.. + (1)) f'§+(—l)*"f;\/%

Algorithmus (A3): Iterative Berechnung der Maximumsabszisse m,,
VON Yiar0(@) iIM Intervall
a, < a < a,.,; Berechnung der zugeh&igen Ordinatenwerte
Verari(Mn) 11 =0(1)2" —1:n =2,3/4,..

Hierbei ist




0 wenn (3k)rest(j,2-4%) =0 and div(j,2-4*) ungerade;:
b; = ke o, [Lg=t

1 sonst.

FUr das Binawort
b= ...bbyby € {0,1}" (vgl [16], Abschn. 2.1)
hat man dann

b=...011101010111011101110101011101 .

Mittels (A3) erh&t man

my = 0.87464 04248 319253 . ..
ms = (.88866 02156 92206 3 . ..
my = 0.89166 68449 64067 3 . ..
ms = 0.89231 08829 092776 ...
me = 0.8924488234 374866 ...
my = (.8924783663 55587 3 . ..
ms = (.89248 46935 58327 5. ..
mg = 0.8924860486 52017 1 ...
myp = 0.89248 63388 71618 8. ..
myp = 0.89248 64010277709 ..

mip = 0.89248 64143 397162 ... .

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)



Aufgabe 24.7

Bearbeiten Sie die Fragestellungen von Aufgabe 24.6 sinngem&83fUr (A3).
Aufgabe 24.8
o Geben Sie fUr Gl. (102) eine vollsténdige Bin&darstellung an (vgl. [16], Abschn. 2.1).

o Stellen Sie das Binawort & (GIn. (103) und (104)) unter Benutzung des
zweidimensionalen Notierungsmodells ,, Ulam-Spirale™™ [17,18] mit

2(0) = by, 2(1) = by, 2(2) = ba, 2(3) = by, . .. (116)

o als Schwarz-Weif3Muster dar (vgl. [16], Abschn. 2.3):

'H_J

2(16)z(15) 2(14)2(13) 2(12)

A 17) z(4) 2(3) A 2)z( 1)

Z(48) zi5) | z(0) | z(1)z(10)

2(19) 2(6) 2(7) | 28)_z=(9)z(26) z(i)=0

Bild 8: Ulam-Spirale

o Berechnen Sie den Wert r des dem Binawort Gl. (104),
in Kompaktnotation

a 20)z(21)2(22)2(23) 2(24) 2(25)

b=...0%1% Q% 1% (% 1% (% 1%2 0% 1% (117))
o mit
ap=1,a1=1,a3=3.a1=1,a5=1,a6=1,ar=1,as=1,a9=3,...,(113))

o zugeordneten regelm&3gen Kettenbruchs (vgl. Modul 16)
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o

r = ag+ i = lap: a1, as. as, .. .]
iy +

g +
as + °

Interpretieren Sie r.
Experimentieren Sie in diesem Zusammenhang auch mit anderen in Modul 16

beschriebenen speziellen Kettenbrichen.

Aufgabe 24.9

Konstruieren Sie einen Turing-Automaten (TA) mit zweidimensionalem Werteband

(vgl. auch [1],Abschn. 3.3), der das in Aufgabe 24.8 erhaltene Schwarz-Weif3Muster

in G&nze oder charakteristische Teilmuster generiert.

Anregung: TA ,,Langtons Ameise™ [19,20,21,22], Bild 9.

@)

Aufbau

Externer Speicher: unendlich ﬂ&s;%ﬂdeh nte
zweidimensionale Wertetafel (W), einge-
teilt in gleichgrolie quadratische Felder

Eingangsgrobe | Steuerautomat
x(t) d =
Ausgangsgrobe (X Y,Z,V.R,0,540))
i,;.‘.-'ﬁ“ o ) Interner Speicher:
o . SLWEK?\@"DE“ VerschiebegroBe Z“Stﬂzl(]??gl")&
D b 1)
T | | T € 15 = 10. 1}: 0=weill . 1 =schwarz
yeY ={0.1}
:€Z={0,1}
Felder  Arbeits- Lese-Schreib- veV={1+.1}
feld (AF)  Kopf(K) tET =N,

2(0) = (0,0)
Bild 9: TA ,,Langtons Ameise ™

Jedes Feld der WT ist entweder mit einer 0 oder einer 1 belegt. Bei £ = () sind

1 (119))
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alle Felder mit 0 belegt (Anfangsbelegung). K steht im Intervall (t — 1, t] auf AF,

wird in £ gegentber der feststehenden WT entweder um ein Feld nach rechts (—),

oben (T), links («—) oder unten (J')verschoben.

Arbeitsweise
In den aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten
t =0,1,2,... jeweils:
Auslesen von < AF (t) >= x(t) durch K.
Aus x(t) und z(t) werden in @
= y(t) gebildet und durch K auf AF (t) geschrieben

(Uberschreiben von x(t) )

v(t) gebildet und durch K ausgefihrt
z(t + 1) gebildet und z(t) mit z(t + 1) Uberschrieben (bleibt im

Intervall (¢t,t + 1] in ® gespeichert).
Die Bildung von y(t), v(t) und z(t + 1) aus x(t) und z(t) wird beschrieben
durch die eindeutigen Abbildungen
R : XxZ—=Y, y=r(z,z) - FErgebnisabbildung
Q : XxZ—-V,v=q(zr,z) - Verschieheabbildung
S+ XxZ—=Z, 7z =s(z,z) - Folgezustandsabbildung .

In vorliegendem Falle &3 sich die Verhaltensweise (R, Q,S) am anschaulichsten

durch den Zustandsgraphen beschreiben: Bild 10.

LAY
(L,L)r (L0)
j O/Lf-
LAY = | 1O/LA oL/t LA -
' O/l '
(0.0)" 110.1)

Loy



Bild 10: Zustandsgraph des TA ,,Langtons Ameise
Element; =+ "2

Bild 11 zeigt das von dem TA ,,Langtons Ameise " bis zum 11016. Takt generierte
Schwarz-Weif3Muster. Man erkennt: der TA erzeugt auf seiner WT

= von Takt 0 bis Takt 9976 ein chaotisches (,,deterministisches Chaos™") und
= ab Takt 9977 ein vAlig regelmd&3g aufgebautes bandf&miges

Schwarz-WeilsMuster, das einer Bin&folge mit der Periode 104 entspricht.



Bild 11: ,,Langtons Ameise "

Aufgabe 24.10

Untersuchen Sie, ob und wie sich der Algorithmus (A3) zur iterativen Berechnung
der Bifurkationsabszissen a,, und/oder a,,; und zur Berechnung der zugeh&igen
Ordinatenwerte modifizieren bzw. erweitern 1&3.



Aufgabe 24.11

Die Einschwingdauer des Feigenbaum-Automaten besitzt den im Bild 5b) dargestellten
bandstrukturfGmigen Verlauf mit Polstellen (?) bei
a = al,az,a3,... .

o

Bestimmen Sie diesen Verlauf experimentell fir 0.7 < a < 0.9 mit grd%rer
Aufl&ung und stellen Sie ihn in geeigneter Weise graphisch dar.
Untersuchen Sie dabei die Ann&bnerung an die Bifurkationsstellen
a,, mit m@lichst hoher AuflGsung.
Formulieren Sie

= auf der Basis des erhaltenen experimentellen Materials und

= in Analogie zur Ausgabesteuerung

i =s(w) (Bild 7, Gl. (78))

ein mathematisches Modell fUr die Einschwingdynamik des Feigenbaum-
Automaten im Bifurkationsbereich.

Aufgabe 24.12

o

Der Algorithmus (A3) mit & gem&3Gl. (104) besitzt Eingabewerte

Mgtart »

fUr die die Initialisierung

Zstart = 2Mgtart — 1 = Totart = 2Matart — 1 Ystart = 2Mgpare  (123)
durch den Schleifenk&Gper keine Veranderung erfért (,, Wurmloch™, wormhole):

Z 1= Zstart » (124)
(A3) also bereits nach dem ersten Durchlauf terminiert.

Es sind dies z.B.

Mgtart = Mo = 1 = Zstart = Tstart = 03 Ystars = 1 (125)

1 1

1
Megtart = My = E[\/g + ]-) — Zstart — Tatart — ;(\/g_ ]-) = T Ystart = ; (126)



o

o

Bestimmen Sie weitere Eingabewerte dieser Art.
Starten Sie (A3) mit

??I’S!ﬂi"'f — ]- — ;Estg ri — ].; ySiﬂi"‘f = 2 (127)

e

und geben Sie fUr n = 2(1)12 die N&erungswerte von m,, (1) nach |

Schleifendurchl&ufen aus.
Diskutieren Sie das erhaltene Ergebnis (Werteverlauf, Differenzenquotient, ).

« Die station&e Ausgabe y.;,: (a) des Feigenbaum-Automaten im
Bifurkationsbereich (Bild 5¢) und 5d)) wird durch drei Kenngrdn
beschrieben:

o [Feigenbaumkonstante &

. o 1 — i
o = lim ot “

=oC g — Apyd

= 4.66920 16091 ... (128)

o Feigenbaumkonstante

= lil]l ys!ﬂi,zn—l_l[?'ﬂ,n) — ysiﬂg_gn_l[ﬁln)

n—oc yssgz.2n+'—1(??1n+1) — yszgs,zﬂ—l(??lnH)

= 2.50290 78750 ... (129)

o Bifurkationsh&afungspunkt a,

o = lim a, =0.89248641 ... . (130)

=D

« Wie in [5] gezeigt wird, 183 sich 4 auch aus den numerisch wesentlich
leichter berechenbaren

m,, bestimmen:

Mpt1 — Mg

0 = lim : (131)
n=oC Mpy2 — My

« Daauch
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.. = lim m, (132)
T— DT

ist, lassen sich alle Bifurkationskenngrd®n von F' auch mittels (A3)
berechnen.

Aufgabe 24.13

Wie ist die Verhaltensweise (R, S) des Feigenbaum-Automaten F' zu
modifizieren, damit

o bei vollstéadigem Bin&baum im Bifurkationsbereich beliebige
vorgegebene Ausgabesteuerungen
i = s(w) (gegentber der ,,natirlichen™ paarbildungsgesteuerten
Ausgabe i = g(w)R)

o Im Bifurkationsbereich beliebig vorgegebene unvollsténdige
Bin&b&me (Huffman-B&me) mit beliebig vorgegebenen
Ausgabesteuerungen

realisierbar sind.
Aufgabe 24.14

Untersuchen Sie die Wirkung der RUckkopplungsbeschaltung des Feigenbaum-
Automaten gem&83Bild 12 auf die station&e Ausgabe

Verar (@) bei konstanter Eingabe x(t) = a .

Unterscheiden Sie dabei die F&ale

0<k<+1 — Mitkopplung (133)

—1<k<0 — Gegenkopplung. (134)



Dl D1

Yoz X3 | Y3

| =

IJ_: X Xy

I
e

=

¥2=2 =2

5= X, 3= X

Xy= k=Yg " Vs
- Ys= abs (y3— ¥-)

ke R[-1.41]
Bild 12: Feigenbaum-Automat mit Rickkopplungsschaltung
Aufgabe 24.15

Die Feigenbaumkonstante & ist gem&RGlI. (131) als Differenzenquotient der
Glieder der Folge der Maximalwerte mn;n =0, 1, 2,... (GIn. (18), (40), (105)-

(115)) der station&en Ausgabeystat.(a) von F bei konstanter Eingabe a im
Bifurkationsbereich definiert:

My — Mpp

5= ﬂ]iknc-alc Myg1 — Mipg2 (135)

Geben Sie Folgen mit den Differenzenquotienten e bzw. ™ an.
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