Creative formula manipulation is based in a large part on mastering
the dialectic between freedom and determination in arithmetic:
e Freedom:

* Commutative and associative laws of addition and
multiplication are the basis for a free arrangement (and
re-arrangement) and free structured bracketing of operands.

* Free and creative use of the two directions of the identity
laws and its derivatives

a+0=a
a-a=0
a*l=a
a/a=1
a*0=0
(-1)*(-1)=1

extension < insertion reduction

e Determination:
* Distributive law of multiplication with respect to addition

* Priority law + <* </,
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... ’nach geeigneter Umformung” “versuchsweise” “einen

plausiblen Verteilungsansatz” machen ...

e Versuch! Kann, aber muf3nicht das(ein) gewtnschte(s) Ergebnis
liefern!



Immer versuchsbegleitend prifen: Gt das auf diesem Wege

erhaltene Ergebnis wirklich das vorgelegte Problem? (theoretische

bzw. experimentelle Verifikation)

e \Wenn ja: erneuter Versuch: geht es noch einfacher?

e \Wenn nein: neu konzipierter Versuch

Beispiel a)

e ZurUckfthren des L&ens der quadratischen Gleichung

x? + 2ax + b = 0 auf das L&sen einer rein-quadratischen

Gleichung —

e Lsen der quadratischen Gleichung x? + 2ax + b = 0

x? + 2ax + b = 0, geeignete Umformung mittels Ansatz x = y + k

(zwei Unbekannte: y und k, aber nur eine Gleichung!)

—y? + 2yk + k? + 2ay + 2ak + b =y?> + 2(k + a)y + (k* + 2ak + b) =0

Letztere quadratische Gleichung in y wird zur rein-quadratischen
Gleichung in y (die sofort IGbar ist), wenn k + a = 0 gewé&lt wird
— k = —a — y = x + a (plausible Verteilung) —

y2+(@*—-2a*+b)=y*+(b—-a*>)=0—>

2 _ 2 _ =_1 a
y-=a b |a b

rein-quadratische Gleichung

—> y1;2=iva2—b=x1;2+a —>

X1, =—at+a?-b

L&ung der vorgelegten quadrat. Gleichung

Prifung: L&t das erhaltene Ergebnis wirklich das vorgelegte Problem? —
xZ, +2ax,, +b=a*F2ava? —b+a*—b—2a*+2ava®?—b+b=0

— ja.




Beispiel b)

ZurUckfthren des Lésens der kubischen Gleichung x3 + 3ax? +3bx +c¢c =0
auf das L&sen einer rein-quadratischen Gleichung und einer rein-kubischen
Gleichung

x3 + 3ax? + 3bx + ¢ = 0|; geeignete Umformung mittels Ansatz

x = y + k| (zwei Unbekannte: y und k, aber nur eine Gleichung!)

—y3 + 3y%k + 3yk? + k3 + 3ay? + 6ayk + 3ak?® + 3by + 3bk + ¢ =
y3 + 3(k + a)y? + 3(k? + 2ak + b)y + (k® + 3ak? + 3bk +¢) = 0

Letztere kubische Gleichung in y wird um das quadratische Glied
reduziert, wenn k + a = 0 gewé&nlt wird —

k = —a -y = x + a (plausible Verteilung) —

y3+3@@?—-2a?+b)y+ (—a®+3a®—-3ab+c¢) =

y3+3py+q=0

3 2 3 _ —
y>+3((b—a’)y+(2a 3ab + ¢) reduzierte kubische Gleichung

1 a 1 2a b
a b —-la 2b c
=p 0 1 a

=q

geeignete Umformung mittels Ansatz [y = u + v | (zwei Unbekannte: u

und v, aber nur eine Gleichung!)
—ud +3uv+3uv? +v3+3plu+v)+qg=0
wW+vi+3wr+p)(u+v)+qg=0

Letztere kubische Gleichung in u und v wird wesentlich reduziert,
wenn uv + p = 0 gewéanlt wird -» uv = —p (plausible Verteilung
von u und v) -

W +vd=—q uw=-p) -



1 2a b O
3 .3V2 — A3 2_ _la 2b ¢ O
(u® + v3)? —4uv3 = W —v*)" = 4p°+¢° = 0 1 2a b
0 a 2b c
rein — quadratische Gleichung

_>(u3_v3)1;2:i 4‘p3+q2 —>
=u + v
(u+v°=—q, W —-v%),==/4p%+q?) ' -

¢ =3 (e ), < (o= i)

rein — kubische Gleichung

Aufgabe b)

Fihren Sie den L&sungsprozel3nun bis zu Ende durch und geben Sie

geschlossene L&ungsformeln fir x; 5.5 unter Benutzung von Wurzeln und
Determinanten an. Diskutieren Sie Spezialfdle.

Ld&ung:

u | g 3 % .
X1 =u+v; v} = |[=;x p°+ (E) (Cardanische Formel [90,91,92])

L0, £y7D0) 5

1 a 1 2a b cllgg lc) 8
b2 =1, b|’D3:“ 2b cli Da={4 7 o4 b
0 1 a 0 a 2b c

1 .
Xy = EU + EV; X3 = U+ &V; &3 = E(_l + jV3)




D, | Dy | D; | Kiassifikation der Lésungen(Wurzeln) von x® + 3ax? + 3bx + ¢ = 0
>0 | 3 voneinander verschiedene reelle Wurzeln (casus irreducibilis!)
<0 |1reelle Wourzel, 1Paar konjugiert komplexe Wurzeln
-0 3 reelle Wurzeln, davon zwei gleiche:
7 _ . .Ds . D
X1 =—a D,’ X3 = —a 2D,
-0 |=0 |=0 3 gleiche reelle Wurzeln:

X1;2;3 = —a




