


f�x	 besitzt dann den im Bild � dargestellten Verlauf�
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Bild �
 Verlauf der Funktion f�x	

Aufgaben

���� Leiten Sie die Gln� ��	 und ��	 nach der Methode der Bildladungen her�

���� Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe Gl� ��	 f�ur repr�asentative
x�Werte �vgl� Bild �	�

���� Geben Sie einen m�oglichst einfachen Algorithmus zur gen�ugend genauen n�ahe�
rungsweisen Berechnung von f�x	 bei gegebenem x im Konvergenzbereich der
Reihe Gl� ��	 an�

���� Untersuchen Sie die Eigenschaften der Polynome Dn�x	� ��Sto	

L�osungen

����

Die Potentialdi�erenz zwischen Kugel � und Kugel � betrage U � Kugel � besitze das

�



Potential ��
�
U � Kugel � das Potential ��

�
U � W�are nur Kugel � vorhanden� k�onnte

man sich das elektrostatische Feld au�erhalb dieser Kugel erzeugt denken durch eine
Punktladung QA in deren Mittelpunkt A� Kugel � ist dann �Aquipotential��ache mit
��

�
U �Bild �	 und es gilt

�

�
U �

QA

��� r
� ��	

QA in A w�urde auf der Kugel � ein zus�atzliches Potential erzeugen� dieses mu� nun
durch eine weitere in B� lokalisierte Ladung QA� �elektrisches Bild von QA in A

bez�uglich Kugel �	 zu Null kompensiert werden�
Das ist m�oglich
 In der Ladungskonstellation Bild �a	 gibt es genau eine kugelf�ormige
�Aquipotential��ache mit dem Potential
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Bild �
 Methode der elektrischen Bilder

Aus Gl� ��	 und ��	 folgt f�ur das elektrische Bild von QA in A bez�uglich Kugel �

QA� � �QA
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QA� in B� w�urde nun wiederum auf Kugel � ein zus�atzliches Potential erzeugen� dessen
Nullkompensation erfolgt durch eine in A� lokalisierte Ladung QA� �Bild �b		 mit

QA� � �QA�
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Dem folgt die Kompensationsladung QA� in B� mit
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und so fort�
Man hat also die Rekursionsgleichungen
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Bei Einf�uhrung der Normierungen

a

r
� x �

di

r
� yi ���	

gewinnen die Gln� ���	 � ���	 die Gestalt

QA�i�� � �QAi yi�� ���	

QA� � �QA y� ���	

yi�� �
�

x� yi
� i � �� �� �� � � � ���	

y� �
�

x
� ���	

Die vorstehende �Uberlegung wird jetzt in der gleichen Weise mit Kugel � beginnend
durchgef�uhrt� Diese ist dann �Aquipotential��ache mit ��

�U � erzeugt durch die Ladung
QB


��

�
U �

QB

��� r
� ���	

Aus den Gln� ��	 und ��	 folgt sofort

QB � �QA ���	

und damit auch

QBi � �QAi � i � �� �� �� � � � � ���	

Um die Gesamtladung von Kugel � zu erhalten� sind alle von QA in A und QB in B

herr�uhrenden Bildladungen zu addieren


Q� � QA �QA� �QA� �QA� � � � �

�QB� �QB� �QB	 � � � �

� QA �QA� �QA� �QA� �QA� �QA	 �QA� � � � � � ���	

Entsprechend hat man f�ur die Gesamtladung von Kugel � nat�urlich sofort

Q� � �Q� � ���	

F�ur die Kapazit�at

C �
Q

U
���	

�



des Kugelkondensators gem�a� Bild � und mit den Gln� ��	� ���	� ��	� ���	� ���	� ���	�
���	 und ���	 erh�alt man dann
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und als in�nitely nested expression �vgl� Modul �� ��
 und ��
� Abschn� ���	 notiert
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Aus den Gln� ���	 und ���	 folgt schlie�lich
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Mit

Pi�x	 �
�

iQ
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yj

���	

lauten die Gln� ���	 und ���	

Pi���x	 � xPi�x	� Pi���x	 � i � �� �� �� � � � ���	

P��x	 � x � P��x	 � x� � � ���	
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und in Determinantenschreibweise

Pi�x	 �

����������������

x � � � � � � �
� x � � � � � �
� � x � � � � �
� � � � � � � �
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�Determinante i�ter Ordnung	� ���	

d�h� es ist

Pi�x	 � Di�x	 � ���	
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Anmerkungen

� Zeigen Sie� da� f�ur yi gilt

lim
i��

yi �
x

�
�
r
x�

�
� � ���	

lim
i��

iY
j��

yj � � � ���	

� Vereinfachen Sie die vorstehende Herleitung von Gl� ���	�

� Berechnen Sie auf dieser Basis die Kapazit�at des Kugelkondensators gem�a� Bild �
f�ur Kugeln mit unterschiedlichen Radien �vgl� ��
	�

����

Zur praktischen Berechnung der Funktionswerte von f�x	 werden im Konvergenzbe�
reich der unendlichen Reihe Gl� ��	 nur die ersten n Glieder benutzt


f�x	 � fn�x	 �

nX
i��

�

Di�x	
� ���	

�



F�ur fn�x	 folgen aus Gl� ���	 und Gl� ��	 Rekursions� und Startgleichung

fi���x	 � fi�x	 �
�

Di���x	
� i � �� �� �� � � � ���	

f��x	 � � � ���	

Auch die Determinanten Di�x	 lassen sich leicht rekursiv berechnen �in Gl� ��	 Ent�
wicklung nach �� Zeile	


Di���x	 � xDi�x	�Di���x	 �

���� Di�x	 �
Di���x	 x

���� ���	

D��x	 � � � D��x	 � x � ���	

in Matrizennotation
�
Di�x	
Di���x	

�
�

�
� �
�� x

��
Di���x	
Di�x	

�
���	

�
D��x	
D��x	

�
�

�
�
x

�
� ���	

Die n�aherungsweise Berechnung von f�x	 wird beendet� wenn abs
�

�
Dn
x�

�
die gegebene

Genauigkeit � zum ersten Male unterschreitet�
Damit hat man den nachstehenden einfachen Algorithmus �A�	 �in Struktogrammno�
tation ����
	 zur n�aherungsweisen Berechnung von f�x	�
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Algorithmus �A�	
 N�aherungsweise Berechnung von f�x	
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� Aus den Gln� ���	 und ���	 folgt die Formeldarstellung von Dn�x	
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� Die Polynome Dn�x	� n � ���	� haben die in Bild � dargestellten Verl�aufe� die den
Verl�aufen der Chebyshev�Polynome Tn�x	 sehr �ahnlich sind �vgl� ��
� Abb� ����	�
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Dn��	 � �b ��n � �	 � ���	

� Aus den Gln� ���	 und ���	 folgt die Matrizendarstellung von Dn�x	�
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� Die Chebyshev�Polynome erster Art Tn�x	 �������
 in Matrizendarstellung
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stehen in engem Zusammenhang mit den Polynomen Dn�x	


Tn�x	 �
�

�
�Dn��x	�Dn����x		 � n � �� �� �� � � � ���	

� xDn����x	 �Dn����x	 �

���� Dn���x	 �
Dn���x	 x

���� � n � �� �� �� � � � ���	

T��x	 � D��x	 � T��x	 � D��x	 ���	

D� k���x	 � �
kX
i��

T� i���x	 � k � �� �� �� � � � ���	

D� k�x	 � T��x	 � �

kX
i��

T� i�x	 � k � �� �� �� � � � ���	

� W�ahrend die Chebychev�Polynome Tn�x	 bez�uglich einer Gewichtsfunktion ortho�
normal sind
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gilt f�ur die Dn�x	 eine eingeschr�anktere Beziehung
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Dm�x	Dn�x	p
� � x�

dx �
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�

� ungerade
f�ur m� n

� � min�m�n	 gerade
� ���	

Diskutieren Sie Anwendungen der Gln� ���	 und ���	 �vgl� �����
	�

��b �i� � Fibonacci�Zahl�
�b �i � �� ��b �i � 	���b �i�
�b �
� ��b �	� � 	

��



� Das Polynom Dn�x	 ist L�osung der Di�erentialgleichung

�� � x�	 y�� � �x y� � n �n� �	 y � � � ���	

� Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Polynome Dn�x	 l�a�t sich als Kettenbruch
������
 darstellen
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�� �� � � � nte Periode

Anmerkungen�

� Beweisen Sie die Gln� ���	� ���	� ���	 und ���	�

� Untersuchen Sie den Zusammenhang der Polynome Dn�x	 mit den Hermiteschen
Polynomen Hn�x	 ���
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� Zeigen Sie� da� sich Dn�x	 wie folgt in Parameterform darstellen l�a�t


Dn�x	 �

�����
����

sin �n� �	 t

sin t
� x � � cos t f�ur � � x � �

sinh �n� �	 t

sinh t
� x � � cosh t f�ur � � x

���	

Dn��x	 � ���	nDn�x	 � ���	

Daraus erh�alt man f�ur die n Nullstellen von Dn�x	

xk � � cos
k

n� �
� � k � �� �� � � � � n � ���	

Geben Sie einen �ahnlichen Formelausdruck f�ur die Extremwertstellen im Bereich
������	 an� ��Sto	
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