Rund um den Kugelkondensator

Fiir die Kapazitdt eines Kugelkondensators, bestehend aus zwei gleichgrofien Metall-

kugeln mit dem Radius r, die im Abstand a voneinander angeordnet sind (Bild 1),

|
Bild 1: Kugelkondensator

erhalt man nach der "Methode der Bildladungen” [1]

C=2merf (%)

Die Funktion f(x) ist wie folgt als unendliche Reihe darstellbar:
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f(z) besitzt dann den im Bild 2 dargestellten Verlauf.
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Bild 2: Verlauf der Funktion f(x)
Aufgaben
12.1 Leiten Sie die GIn. (1) und (2) nach der Methode der Bildladungen her.

12.2 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe GI. (2) fiir reprisentative

x-Werte (vgl. Bild 2).

12.3 Geben Sie einen moglichst einfachen Algorithmus zur geniigend genauen néhe-
rungsweisen Berechnung von f(x) bei gegebenem x im Konvergenzbereich der

Reihe GI. (2) an.
12.4 Untersuchen Sie die Eigenschaften der Polynome D, (). O(Sto)

Losungen
12.1
Die Potentialdifferenz zwischen Kugel 1 und Kugel 2 betrage U, Kugel 1 besitze das
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Potential —I—%U, Kugel 2 das Potential —% U. Wére nur Kugel 1 vorhanden, kénnte
man sich das elektrostatische Feld auBerhalb dieser Kugel erzeugt denken durch eine
Punktladung )4 in deren Mittelpunkt A, Kugel 1 ist dann Aquipotentialflache mit
—I—% U (Bild 1) und es gilt

1

2 Admer

Q4 in A wiirde auf der Kugel 2 ein zusétzliches Potential erzeugen, dieses mufl nun
durch eine weitere in B; lokalisierte Ladung Q41 (elektrisches Bild von Q4 in A
beziiglich Kugel 2) zu Null kompensiert werden.

Das ist moglich: In der Ladungskonstellation Bild 3a) gibt es genau eine kugelformige
Aquipotentialfliche mit dem Potential

_ Q4 Qa1 B
o= 47r5(a—r)+47r5(r—d1)_0 (7)

_ Q4 Qa1 B
v = 47r5(a—|—r)+47r5(r—|—d1)_07 (8)

eben Kugel 2.
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Bild 3: Methode der elektrischen Bilder
Aus Gl. (7) und (8) folgt fiir das elektrische Bild von @4 in A beziiglich Kugel 2

d
Qu = Q" 9)
r
di = r—. 10
1 r P ( )
() 41 in By wiirde nun wiederum auf Kugel 1 ein zusétzliches Potential erzeugen, dessen

Nullkompensation erfolgt durch eine in A, lokalisierte Ladung @ 42 (Bild 3b)) mit

d
Qi = —Qua 72 (11)
T
dy = . 12
2 r 0 —d ( )
Dem folgt die Kompensationsladung ) 43 in B3 mit
d
Qi = —Qu® (13
r
d3 = T m 5 (14)
QA4 n A4 mit
d
Qaa = —Qas 74 (15)
r
dy = r—— 1
4 r a — d3 2 ( 6)

und so fort.
Man hat also die Rekursionsgleichungen

dit1

Qait1 = —Qui

(17)
mit
Qa1 = _QA% (18)

und
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Bei Einfithrung der Normierungen

“_ b 21
o Y (21)
gewinnen die Gln. (17) — (21) die Gestalt
QA,H-l = _QAi Yi+1 (22)
Qu = —Qay (23)
1 .
Yiyp = ——;1=1,2.3,... (24)
T =Y
1
= -, 25
Y " (25)

Die vorstehende Uberlegung wird jetzt in der gleichen Weise mit Kugel 2 beginnend
durchgefiihrt. Diese ist dann Aquipotentialfliche mit —%U, erzeugt durch die Ladung

@ B:

_%U: 4257«' (26)
Aus den Gln. (6) und (7) folgt sofort

Qe =—Qa (27)
und damit auch

Opi=—Qaizi=123 ... (28)

Um die Gesamtladung von Kugel 1 zu erhalten, sind alle von ()4 in A und @) in B
herrithrenden Bildladungen zu addieren:

Q1 = Qa+Qar+Qas+ Qas+-..
+ @1+ Qs+ U5+ ...

= Qa— Qa1+ Qa2 —Quz+Quas—Qas +Ques F ... . (29)
Entsprechend hat man fiir die Gesamtladung von Kugel 2 natiirlich sofort
Q2= —Qu. (30)
Fiir die Kapazitat
Q
C=— 31
v (31)



des Kugelkondensators gemafl Bild 1 und mit den Gln. (6), (29), (9), (11), (13), (15),
(22) und (23) erhélt man dann

(1 (1 ( Qa1 Qaz  Qas  Qaq )
C = —==2mer—=2mer|1— + — +
U Q4 Qa Qi Qa Qi i
= 2mer(l+yi+niyetviy2¥s T v1y2ysys + ... (32)

und als infinitely nested expression (vgl. Modul 9, [2] und [3], Abschn. 3.2) notiert

yi |7
C=2mer(l4+y(l+y2(1+ys(I+wy(l+... =2mer | 1; 1 ) (33)
1 =1
Aus den Gln. (24) und (25) folgt schlieflich
L 103 (34)
YilYit1 Yi
1
1 _ . 35
A1 ( )
und damit
1 x 1 )
PR — g v =234, (36)
Ty v 1lw
71=1 71=1 71=1
1
IT v;
71=1
Mit
1
Pia) = = 39
H Y;
71=1
lauten die Gln. (37) und (38)
Pii(x)=a P(x)— P_y(x); 1 =2,3,4,... (39)
Pi(z)=z, Py(x) =2*—1 (40)



und in Determinantenschreibweise

x 1 0 - -0 00
I 21 - - - 00
01 = - - - - 0

P(x)= (Determinante i—ter Ordnung), (41)
0 z 1 0
0 0 1 =z 1
0 0 0 01 =

d.h. es ist
Fi(x) = Di(z), (42)

: 1
]1;[1 Yi = m (43)

und damit
Cszsri ! :27r5rf<g>. (44)
=0 Dn <%> r
Anmerkungen

o Zeigen Sie, daf fiir y; gilt

2
lim yi =5 4/ — 1 (45)
11— 00
lim [T v=o0. (46)

7=1
e Vereinfachen Sie die vorstehende Herleitung von Gl. (44).

e Berechnen Sie auf dieser Basis die Kapazitidt des Kugelkondensators gemafl Bild 1
fiir Kugeln mit unterschiedlichen Radien (vgl. [4]).

Zur praktischen Berechnung der Funktionswerte von f(x) werden im Konvergenzbe-
reich der unendlichen Reihe Gl. (2) nur die ersten n Glieder benutzt:

n

fla) & fule) =) Dil(x) : (47)

=0




Fir f,(x) folgen aus Gl. (47) und GI. (3) Rekursions— und Startgleichung

1
fi-l-l(x) = fZ(x)—I_DH_l(x)

folz) = 1. (49)

Auch die Determinanten D;(x) lassen sich leicht rekursiv berechnen (in Gl. (5) Ent-
wicklung nach 1. Zeile):

i=0,1,2,... (48)

Dipi(z) = 2 Di(x) — Diy(2) = ‘

(50)

Do(x) =1, Di(z) ==, (51)

in Matrizennotation:

( D?f(c;) ) - ( e ) ( Dﬁ;éif) ) (52)
(o )=(2); (53

Die naherungsweise Berechnung von f(x) wird beendet, wenn abs <ﬁ> die gegebene

Genauigkeit ¢ zum ersten Male unterschreitet.
Damit hat man den nachstehenden einfachen Algorithmus (A1) (in Struktogrammno-
tation [5,6]) zur ndherungsweisen Berechnung von f(x).



Eingabe: X, ¢

Y= s

S=s+3
v W
1o

)= s

Ausgabe: f(X)

Algorithmus (A1): Naherungsweise Berechnung von f(x)

e Aus den Gln. (50) und (51) folgt die Formeldarstellung von D, (x):

1]

Du(x) =Y (~1) (” ; Z) Ll (54)

=0
n

Do(z£2) = ;(il)i<2"+,l _i>x”—i. (55)

4

e Die Polynome D, (z); n = 0(1)8 haben die in Bild 4 dargestellten Verldufe, die den
Verlaufen der Chebyshev—Polynome T,,(x) sehr dhnlich sind (vgl. [7], Abb. 19.8).



DO()=1 — D1(x)=x D2(x)=x"2-1 —
15 15 25
1 1 2
05 05 1.5
/
0 0 1
05 05 05
1 -1 0
1.5 1.5 0.5
2 2 1
2 45 -1 05 0 05 1 15 2 2 45 -1 05 0 05 1 15 2 2 45 -1 05 0 05 1 15 2
4 5 6
D3 (x)=x""3-2' | DX 4-3x 241 — | D5()=x""5-4""3+3'x — |
3t 4 \ i /
| [
2 3 \ / /
/ 2
\ / - /
1 PR o
0 /
0 1 . -3
.- / 2L o
g 0 I
: A
S 2 %
2 45 -4 05 0 05 1 15 2 2 15 -4 05 0 05 1 15 2
-4
- 2
7 8
D7()=x"7-6"X""5+10"x""3-4"x — |
6 i | 6 |
5 | 4 /
| |
all
\ ! . /
3t | / — |
‘ | ? /\ /
2 | [ ]
0‘ 2
i |
o /r 4
|
4 6
2 E
2 45 4 05 0 05 1 15 2 2 45 -4 05 0 05 1 15 2

-4 L
2 45 4 -05 [} 05 1 15 2

Bild 4: Werteverlauf der Polynome D, (x); n = 0(1)8 im Intervall [—2, 42]

Man erkennt:

Alle Nullstellen von D, (x) liegen im Intervall (—2, +2).

Im ist

"Durchlaibereich” 0 < |2| <2 | 0 < |D,(z)| <n+1 (56)
”Oszillationsbereich” 0<|Dn(z)] <2 (57)
"Sperrbereich” |x| > 2 |Dy(2)] >n+1. (58)

Diskutieren Sie mogliche Anwendungen dieses ”Filterverhaltens” (vgl. [7],

Abschn. 19).

— Dp(—2)=(=1)" D,(x) (59
— D,(0) = 1,0,—1,0 (60
D,(1) = T,1,0,—1,—1,0 (61
D.(2) = n+1 (62
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D,(3) = fib2n+1) ! (63)

e Aus den Gln. (52) und (53) folgt die Matrizendarstellung von D, ()

(o) =(5 ) ()=(5 ) ()

e Die Chebyshev—Polynome erster Art T,,(x) [8,9,10] in Matrizendarstellung

(Tﬁ(lz)):(—% 21:1;>n<i,>3n:071,2,---, (65)

stehen in engem Zusammenhang mit den Polynomen D, (x):

~

64)

To(z) = %(Dn(Zx) CDys(22); n=2,3,4,... (66)

= 2D,1(22) — D,—»(22) = ‘ 52:28 i sn=123,4,... (67)

To(x) = Do(x), Ti(x) = Di(x) (68)
Dagpr(z) = 2 Toipa(w); k=1,2,3,... (69)
Dap(z) = To(x)+2 Y Thilw); k=1,2,3.... (70)

e Wihrend die Chebychev—Polynome T,,(x) beziiglich einer Gewichtsfunktion ortho-
normal sind:

+l 0 m #n
2 [T,(x)T, ,
—/L(f)dx: 1 fir m=n#0, (71)
7T_1 VI—w 2 m=n=20
gilt fiir die D, (x) eine eingeschranktere Beziehung
+2 0 ungerade
1 { Dn(x)D, ,
—/Ljaj)d:p: fir m+n ) (72)
7T_2 VA —x 1 + min(m,n) gerade

Diskutieren Sie Anwendungen der Gln. (70) und (71) (vgl. [7,11]).

fib (i) — Fibonacci-Zahl:
fib (i + 2) =fib (i + 1)+fib (4)
fib (0) =fib (1) = 1

11



e Das Polynom D, (x) ist Losung der Differentialgleichung
(4—2*)y" =32y +nn+2)y=0. (73)

e Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Polynome D, () 1afit sich als Kettenbruch
[12,13] darstellen:

Duwi(e) =1 —1] =1
— = = 74
Do) e T oot (74)
n—mal
D, (x +2) L] L] L] 1| 1| L]
=l4—+—+—4—+..+ —+— 75
Duet2) —Duet ) e Tt Tttt (75)
—_———’
1. 2. nte Periode
Anmerkungen:

e Beweisen Sie die GIn. (54), (55), (64) und (70).

e Untersuchen Sie den Zusammenhang der Polynome D, () mit den Hermiteschen
Polynomen H,(x) [14]

()= ) (S ) (S ) 00)

e Zeigen Sie, daf sich D, (x) wie folgt in Parameterform darstellen 1a8t:

w, z=2cost fur 0 <z <2
st
Dy(x) = (77)
W——I_l)t, x=2cosht fir 2 <z
sinh ¢
Dy(—z) = (=1)"Dau(2). (78)

Daraus erhdlt man fiir die n Nullstellen von D, ()

T = 2 cos

T, k=1,2,...,n. (79)

n+1

Geben Sie einen ahnlichen Formelausdruck fiir die Extremwertstellen im Bereich

(—2,42) an. 0O(Sto)
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