Places of interest near Benford s Law
backloaded
DAC Modul 45 von 2002 (berarbeitet

In grofen Mengen von Dezimalzahlen, die gleichartige natirliche
oder soziale Systeme, Objekte, Situationen,... beschreiben,

z.B. Oberfl&chen von Seen in einem Land,
Halbwertszeiten der #-Umwandlung radioaktiver Isotope,
jéarliche Stromrechnungen in einer Grof¥tadt,
mathematische, physikalische und statistische Tabellen,

gilt sehr oft (vgl. [6,8,10,19,20,21] in N&erung fir die relative
Hiufigkeit (— Wahrscheinlichkeit) pk, dass in einer solchen Zahl
die linksseitig erste Ziffer #€{.2.3..9} jst:

P :Ig[1+%] ; Benford's Law [1-4,7,8,25-29,33-37] (1)

Dieser zun&hst empirische Befund [27,28] ist in der Literatur mit
unterschiedlichstem Material gut belegt [1,2,6,8,11,14]. Eine
umfassende mathematische Fundierung (Erkl&ung, Herleitung,
GuUtigkeitsbereich,..) existiert bisher nicht (vgl. [7], aber auch
[6,8,10,19,20,21,33-37]). In [29] ist gezeigt, dass Benford's Law
skalierungsinvariant ist (also bei Wechsel der MalZinheit bzw.
Multiplikation aller Zahlen der betreffenden Zahlenmenge mit
einem konstanten Faktor ebenfalls gilt). Die nachstehenden
Beispiele zeigen, dass Benford's Law Cberraschenderweise auch
fUr (dimensionslose) Zahlenmengen GUtigkeit besitzt, die durch
bestimmte rein mathematische ,,Generatoren erzeugt werden.
Beispiel 1

Berechnet man fir # > 1 im Intervall [0,2x] zufdlig ausgewé&hlte
x-Werte,



J
x =random(0,21] ; xe{[l,g,rrirr,ﬁrr} (2]

aus dem Ausdruck
y =tan? (%) (3)

die zugehdrigen y-Werte, so sind deren linksseitig erste Ziffern
Benford-verteilt [5]. Bild 1 und Bild 2 zeigen experimentell
erhaltene Verlaufe der pk(n).
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Schon fir n = 10° stimmen die experimentell erhalten px(n) -
Werte sehr gut mit GI. (1) Uberein!

k | Experiment p, (1 D5) Benford py,
1 0,30038 0,30103
2 017721 0,17609
3 | 0,12501 0,12494
4 | 0,09664 0,09691
5 | 0,07911 0,07918
b 0,06742 0,06695
7 0,05857 0,05799
8 0,05027 0,05115
9 | 0,04539 0,04576

17.1.

Untersuchen Sie in der gleichen Weise die Generatoren

y=|tan{x)| . x=random[0,2m] (4)
y=sin°(x) ; x=random[0,2m] (2)
y :[artanh[x))z . x=random[-1,+1] (6)

sowie weitere von Ihnen ausgewé&nlte Generatoren. Diskutieren
Sie die erhaltenen Ergebnisse.

17.2.

Zeigen Sie wie in Beispiel 1 experimentell, dass auch fir

y:ﬁx-tanz[xj; x =random[0,2m] ; ARy (7

die linksseitig ersten Ziffern der erhaltenen y-Werte Benford-
verteilt sind — Skalierungsinvarianz.

Beispiel 2

Das m-stellige Tern&wort w Uber dem Alphabet {0,1,2}, dessen
Zeichen 2x2-Matrizen sind



0=(5 3).1=(5 %) 2=(% 3). @)

werde als Matrizenprodukt Coer dem Kd&rper der reellen Zahlen
1

interpretiert. w transformiert dann den Vektor (3) in den

Vektor (3)

(o) =w(3) @)

Beispiel:

w=soa=(} 90 95 Y0 9 (& 3 m
1

(ﬂ):ﬂ(H):(EB? 13?)(%):(;5) (1)
Berechnet man fir m =0,1,2,3,4,5.. jeweils alle 3™ m&ylichen
]

Ternawdrter w und die zugehdrigen Vektoren (‘*’) S0 kann man
fUr jedes m die Anzahl a(m,k) der Zahlen u und v bestimmen,
deren erste Ziffer von links eine 1, 2, .., 9 ist.

FOr die relative Haufigkeit (— Auftrittswahrscheinlichkeit) der
linksseitigen ersten Ziffer ¥€{1.23..9) inuund v

a[m,kj
m k)= 12
p(mk)=——m (12)
erhd&t man dann nachstehende Wertetabelle:
m | p(m,1) pim.2)
1
1 =0.16
6
7
Z — =038
18
3 | 22 = 0,407 al 7
54 o 54 =0,203
s | 22 - 0,259 35 =0,216049
162 162
s (111 _0.208395 @ % -0.119342
486 486
G 568 =0 389575 252 =01728395

1458 1458



?

4374
?
8 —
13122
7
9 -
39366
2
10 - =
118098

Die zugehd&rigen Mittelwerte sind

p(rm, 1) =0,306693

p{m,2)=0177984 ; (13)
diese liegen erstaunlich nahe bei

py=0,301029 hzw. py =0,176091 | (1)
17.3.

Vervollstandigen Sie die p(m,k) Wertetabelle und vergleichen Sie
die erhaltenen Werte bzw. Mittelwerte mit GI. (1).

Diskutieren Sie das erhaltene Ergebnis. Offensichtlich liegt hier
Im Gegensatz zu Beispiel 1 ein Generator ohne stochastischen
Input vor.

Beispiel 3

FUr die ersten 100 Glieder der Fibonacci-
<fib(i)=_4=<1,1,2,3.9,..>

Folge mit
fin(1)=fib(2) =1 (13)
fin(i+2)=fib{i+ N +fib(i) ; i=1,2,3,.. (16)

findet man die nachstehenden relativen H&ufigkeiten pk(100) der
linksseitig ersten Ziffer £={1.2.3..9} [12]:

k | Fibonacci py (100) | Benford p,

1 30 =03 0,30103
100
2 18 0,18 0,17609

100



3 1—3 =0,13 0,12494
100
4 0,1 0,09691
5 0,08 0,07918
6 0,07 0,06695
7 0,08 0,05799
8 0,05 0,05115
9 0,05 0,04576

und damit eine gute Ubereinstimmung mit Benford's Law.
17.4.

Untersuchen Sie fUr die Beispiele 1, 2 und 3 analog zur
Haufigkeitsverteilung fUr die linksseitig erste Ziffer pk =

pk1; £€1123..9 die Haufigkeitsverteilungen fir die linksseitig
zweite pk2, dritte pk3s,.. Ziffer. Diskutieren Sie die erhaltenen
Ergebnisse und vergleichen Sie sie mit [6,8,14,19,20]. Formulieren
Sie nun fUr die H&ufigkeitsverteilungen ein einfaches
mathematisches Modell.

L sungshinweis

In Beispiel 1 ist (8,14]

< peol10°] Pr2

0 0,11976 0,11968
1 1011323 0,11389
2 0108233 0,10882
3 010404 0,10433
4 010181 0,10031
5 0,059628 0,09668
6  0,093268 0,09337
7 0,08008 0,09035
8 | 0,08B42 0,08757
9 008436 0,08500




17.5.

Untersuchen Sie weitere ,,Benford-Kandidaten* im Bereich der
Mathematik (insbesondere Primzahlen (wie in Beispiel 3, vgl.
[13]), stérungsfreie Kodes, Kryptodes) und der Physik.

17.6.

Stellen Sie in der Literatur [8,10,11,15,16,17,18,19,21,23,24]
beschriebene Anwendungen von Benford's Law in den Bereichen
. Datenanalyse (Abweichungen bei erwartbarer Benford-
Verteilung weisen auf unvollsténdige Datenerhebung,
systematische Fehler, Manipulation (z.B.
Steuererkl&rung,..),.. hin).
. Engineering Applications (vgl. [8,19])

zusammen.
17.7.

In [22] wird der Versuch beschrieben, aus dem bisher bei
Ultraschalluntersuchungen von Werkstoffen als st&render
Signaluntergrund betrachteten Phononen-Rauschen
Informationen Cber den inneren Aufbau des Werkstoffes zu
gewinnen:

Noise generated in an ultrasonic receiver consisting of transducer
and amplifier is usually ignored, or treated as a nuisance. Here it
Is argued that acoustic thermal fluctuations, with displacement
amplitudes of 3 fm, contain substantial ultrasonic information. It
Is shown that the noise autocorrelation function is the waveform
that would be obtained in a direct pulse/echo measurement. That
thesis is demonstrated in experiments in which direct
measurements are compared to correlation functions. The
thermal nature of the elastodynamic noise that generates these
correlations is confirmed by an absolute measurement of their
strength, essentially a measurement of the sample temperature.

Diese Idee und ihre erfolgreiche Realisierung legt nahe,
»~Schwankungen“ um pk (vgl. Beispiel 1, Bild 1 und Bild 2; [13])



ebenfalls als ein informationstragendes Rauschen zu betrachten
und entsprechend auszuwerten. Untersuchen Sie diesen Ansatz
experimentell.

17.8.

Der Cusanus-Algorithmus (Al)

x:=a, y=b
X = l(x +y)
2
y =y
y-x<e.
o(e) =y (A1)
liefet  for die mit der
Initialisierung angegebenen
Genavigkeit e
a b c
2
0 1 — (17)
m
5 4 al (18)
3 3 In2
101 20 1
— — — (19)
99 9 In10

Das Abarbeitungsprotokoll von (A1) zeigt fUr Gl. (17) bei der
Rechnung mit 16 Nachkommastellen folgenden Werteverlauf von
X(t) und y(t).



t | x(t) y(t)
0 |00 1.0
|5 1
1 |05 0.7071067811865476
|1 |1
2 | 0,6035533905932737 0.6532814824381883
|2 E
3 | 0,6284174365157310 0.6407288619353766
E |1
4 | 0,6345731492255537 0.6376435773361455
|2 | 1
5 | 0.6361083632808496 0.6368755077217536
13 |2
6 | 0.6364919355013017 0.6366836927259823
|1 - Is
7 | 0.6365878141136421 0.6366357516148734
|1 K
|1 | 1
22 | 0.6366197723675517 0 6366197723675964
|2 |1
23 | 0.6366197723675740 0 6366197723675852
|5 13
24 | 0.6366197723675796 0 6366197723675824
1 1
25 | 0.6366197723675810 0 6366197723675817
|4 |2
26 | 0.6366197723675814 0 6366197723675815
|1
27 | 0.6366197723675815 0 6366197723675815

In dieser Tabelle ist der jeweils linksseitig erste

Ziffern&nderungsbetrag = {1:2.3..5} von x(t) auf x(t+1) und von
y(t) auf y(t+1) eingetragen. Fir die Ziffern&nderungsbetr&ge
erhd&t man dann folgende H&aufigkeitsverteilung



k 1 2 3 4 5 6 7 8

Pk (18)

30 11 5 2 3 1 1 0 0
53 53 53 53 53 53 53 53 53

0,5660 | 0,2075 | 0,0943 |

die die Ziffer 1 deutlich priorisiert.
Die entsprechende Rechnung mit 100 Nachkommastellen liefert
folgendes Bild:

2

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
153 61 34 | 16 | 16 | 10 3
208 | 298 | 298 | 298 | 298 | 208 | 298 298 | 298

05134 | 0.2042 | 01141

pk(wﬂ]

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
156 49 35 20 16 11 4 7 0
298 298 298 298 298 298 298 298 298

0,56235 | 0,1644 | 0,1174

py (100)

1 k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
In10 166 53 26 20 16 10 5 2 0
pk(ﬂ][]]
298 298 298 298 298 298 298 298 298
05570 | 01779 | 0,0872
Man erkennt im Rahmen der erwartbaren Schwankungsbreite

eine eindeutige Rangfolge der Ziffernh&ufigkeit mit derselben
Tendenz wie gem&3Benford's Law aber offensichtlich mit
anderen H&ufigkeitswerten.

Untersuchen Sie diesen Sachverhalt fUr die Berechnung
7 1

von ™ In2 und 10 mittels (A1) mit grd2rer Anzahl m von
Nachkommastellen. Welche Grenzwerte ergeben sich dabei
flr die pk(m)?

Untersuchen Sie in derselben Weise die Berechnung von
speziellen Zahlenwerten mittels einer repr&entativen
Auswahl anderer Algorithmen bzw. Bildungsgesetzen.
Welche Grenzwerte ergeben sich dabei fUr die pk(m)?

Beispiel
t
x[tj:[EtH] . lim x(t)=e

2-1] " t—=m



FUr m =300 und

15t=1

end erh&t man

teng Py Pa P3 Py P5 Pg Ps Mg Py
100 | 0,56 0,16 0,08 0,06 0,05 0,02 0,01 0,04 0.0

700 | 0572864 | 0170854 |0,106528 | 0,0452261 | 0,0301508 | 0,0251256 | 0,0150754 | 0,0351759 | 0.0

1000 | 0,574 0,155 0,084 0,050 0,057 0,038 0,020 0,016 0,004
2000 | 0578289 | 0170085 |0,0925463 | 00445223 | 0,0335168 | 0036018 | 0,026013 | 00135068 | 0,00550275

L& sich fir die erhaltenen Grenzwerte der pk ein
Blldungsgesetz analog zu Benford's Law angeben?

<7 > = 3 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7
< D = = 2 3 3 4 4 7 4 1 2 2 3 1 2
< D27 > = 10103 3 3101 21
Frequency py of digits k in < w >, < Dlnw >, < D2x >

k 0 J1 [2 3 T[4 [5 [6 7 8 T9
prlm) — 0,1

pefDlx) = [ 0,10 [ 0,18 | 0,16 | 0,14 | 0,12 | 0,10 | 0,08 | 0,06 | 0,04 | 0,02
pe(D2r) 2 | 0,14 | 0,246] 0,191] 0,147| 0,109] 0,076 0,048] 0,028| 0,011 0,004

Places of interest near Benford’s Law

Signa in silico B2




17.9.

Ein &nlich Uberraschendes Ergebnis wie in 17.8. findet man bei
der Analyse der Ziffernfolge von mathematischen Konstanten

unterschiedlichster Art (vgl. [32]). Bildet man z.B. fir die
(gleichverteilte) Ziffernfolge von p wie nachstehend den 1., 2., 3., ..
Differenzbetrag aufeinanderfolgender Ziffern

<”>E[| =3 1

4 1

O

Dimy= 2 3 3 4 4 7 4 1
R L L R

{Damhy= 1
(D3 =

(D4 =
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T 11
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L g
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T 11

B
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T...

L N L L W N

oo 23 0 2

100 0.,

so ergibt sich fir te = 10.000 die folgende
Ziffernh&ufigkeitsverteilung

k 0 1 2 3 4 2 g 7 8 g9
pk(rr) 0,0988 0,1026 01021 0,0875 0,102 0,1048 01021 0,089 0,0848 01014
Py, (Dfrr) | 0,0945085 | 0183818 | 0157416 | 0144814 | 0122612 | 00875088 | 00810081 | 00571057 | 0,038B038 | 00227023
Py (D2rr) | 0,138728 | 0,247148 | 0,195139 | 0,14863 0107321 | 00717143 | 00481096 | 0,0268084 | 00108021 | 0,0040008
Py (Darr) | 0.178054 | 0,305082 | 0208663 | 0138442 | 0,0835251 | 00475143 | 00256077 | 0,00850255 | 0,00320096 | 0,00070021
) (D4m) | 0234684 | 0,352741 | 0198479 | 0,112745 | 00563225 | 0030112 | 00109044 | 000330132 | 0,00080032 | 0,00030012
Py (DEm) | 0276338 | 0,387188 | 0,187584 | 0,0826413 | 0,0358179 | 00151076 | 0,00450225 | 0,00090045 | 0,00030015 | 0,00010005

Ganz &nliche Werte erndt man fir e, ¥ =0,557216.. (Euler-
Mascheroni-Konstante), G = 0,915966.. (Catalansche

Konstante),
te = 100.000:

(5

D =_
2

ﬁ So ist fUr die 1. und 2. Differenz bei




k i 1 2 3 4 bl g 7 3 q
Py (Dh'r) 0098571 | 0182612 | 0157872 | 0,139531 | 0120221 0098271 | 00808108 | 0,0292406 | 0,0405204 | 0,0202402
Dy (D1e) 0100561 | 0181102 | 0158362 | 0,139331 | 01206811 0100691 | 0,0800408 | 0,0593506 | 0,0396304 | 00200102
Py (D) 0098861 | 0181832 | 0158832 | 0,140491 | 0120191 0098231 | 00798008 | 0,0595806 | 0,0409504 | 00200402
Py [D1G) 0100511 | 0182512 | 0,159892 | 0138551 | 0121201 0,098841 | 00792608 | 0,0595706 | 0,0391304 | 001585402
pk[D1cb) 0100241 | 0182402 | 0188372 | 0,139631 | 0,118751 | 0,100361 | 0,0811108 | 0,0281306 | 0,0401004 | 0,0199102
P (Dhﬁ) 0,099881 | 0181842 | 01598452 |0,141851 | 0120411 | O,099661 | O,0786708 | 0,06068506 | 0,0392604 | 0,0185302
P (D@ﬁ) 0100811 | 0179802 | 0160232 |0,138821 | 0,118441 | 0099581 | 00814808 | 0,0602206 | 0,0334304 | 0,0201802
pk[D1)as 0,10 0,18 0,16 014 012 010 0,0a 0,06 0,04 0.0z

PS: Gibt es vielleicht doch Unterschiede, z. B. in den
Rauschspektren der pk (D1..), vgl. 17.7.

k il 1 2 3 4 a f 7 a ]
P (DEW) 0,139783 | 024586865 | 0181084 | 0147183 | 0108702 | 00796719 | 0,047831 | 00282806 | 00116102 | 000427004
Py (D28) 0,139203 | 02430685 | 0184404 | 0148723 | 0107352 | 00756415 | 0,049141 | 00271505 | 0,0113802 | 000396008
P (D2v) 0,139913 | 0,244735 | 0192714 | 0,147663 | 0107952 | 0,0753815 | 0,0469409 | 0,0282906 | 0,0122602 | 0,00411008
Pl (DEG) 0140273 | 0248855 | 0180924 | 0147793 | 0103462 | 00734415 | 0,049351 | 00268605 | 00116802 | 000451004
Py (DQCI:) 0139583 | 0244545 | 0182824 | 0147193 | 0109062 | 007558815 | 0,047751 | 00280306 | 0,0115102 | 000393008
Pl [DE«J@) 0141183 | 0242945 | 0183804 | 0148033 | 0108962 | 00748115 | 00474109 | 00292106 | 0,0122802 | 000376008
Pl (DQ%".’_’) 0140133 | 0241595 | 0181324 | 0147623 | 0109782 | 00792719 | 0,049781 | 00282306 | 0,0121802 | 000412008
P (DQ) = | 0,14 0,244 0,192 0,147 0,108 0,071 0,0483 0,028 00118 0,00409

. Untersuchen Sie in derselben Weise andere mathematische
Konstanten und Funktionswerte [30, 31].
. Welches mathematische Modell (vgl. GI. (1)) liegt den
gefundenen pk(D i) -Werten zugrunde?

17.10.

Auch die durch 17.9. induzierte Analyse bestimmter
Ziffernhiufigkeiten in der Primzahlfolge liefert ,,Places of interest
near Benford's Law*. Hierfiir sollen zwei Beispiele stehen.

Beispiel 1

In der

Primzahlifolge

42

(e, _

T AT 18023 28 031,37 41,43
(| |

B 2
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E B

g2 B

B



werden die Differenzbetr&ge der letzten Ziffern

aufeinanderfolgender Primzahlen gebildet. Die dabei erhaltenen

Ziffern 0, 2, 4, 6 und 8 zeigen folgendes, stark von der
Gleichverteilung abweichendes H&ufigkeitsspektrum.

te o pz2 P4 e s
20000 | 014525 | 027265 | 01462 | 030385 | 0132
40000 | 0149226 | 027206 |0,14495 |0,299925 | 0,133825
BOO00 | 0,151517 | 0,271067 |0,14415 | 02993 | 0,13335
80000 | 0,153563 | 0,271275 |0,1435 | 0297613 | 0,134038
100000 | 0,1533 | 027252 | 0,14347 | 0,29635 | 0,13435
160000 | 015474 | 02724 | 0,143033 |0,294833 | 0,134887
200000 | 0,156575 | 0271765 |0,1436 | 029281 | 0,135145
300000 | 0,158837 | 0,271773 | 0,142923 | 0291657 | 0,134807
500000 | 0,161332 | 0,27122 | 0,142742 | 0289706 | 0,1349098
Beispiel 2
te
In der Primzahlfolge (Prithe; werden die Differenzen pr(t+1)-pr(t)

gebildet. Deren letzte Ziffern besitzen dann nachstehende
Haufigkeitsverteilung.

te PO P2 4 P& g
20000 | 0,14525 0,25345 0,2044 024565 01412
40000 | 0,149225 | 0,26005 | 02054 0239475 | 0,166825
BOODO | 0151217 | 0,248017 | 0,209483 | 0208467 | 0,14954
80000 | 0,153563 | 0,248238 | 0203963 | 023715 | 0157075
100000 | 0,1533 0,24815 | 0,2037 023612 | 0,15872
150000 | 0,15474 0247013 | 0203553 | 0234313 | 0,160374
200000 | 0,1568575 | 0,24588 | 0,203185 |0,23335 | 0,16133
J00000 | 0,158837 | 0,244097 | 0202927 | 0231655 | 0162483
500000 | 0,161332 | 0,242084 | 0,202036 | 0,230412 | 0,164134




. Diskutieren Sie diese Ergebnisse.
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