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dx(t) =
x(t)− x(t + 1)

x(t + 1)− x(t + 2)
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dy(t) =
y(t)− y(t+ 1)
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 5"

dz(t) =
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z(t + 1)− z(t + 2)
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t→∞

dy(t) = −(u(1) + v(1)
√
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• �:� u(t) ��� v(t) �����

� ��� 	���AA�
��� ���������� �����
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� $
�  '"
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=
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=
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=
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=
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x1(t + 1) =
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dxn(t) = lim
t→∞
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���8
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√
2 =/> ����

√
2 = 1︸︷︷︸

x2(0)

+
2

a1

(
1

︸ ︷︷ ︸
x2(1)

+
a0
a2

(
1

︸ ︷︷ ︸
x2(2)

+
a1
a3

(
1

︸ ︷︷ ︸
x2(3)

+
a2
a4

(
1

︸ ︷︷ ︸
x2(4)

+
a3
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(
1

︸ ︷︷ ︸
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i 6 ! # ' ( - . . . i = 2, 3, 4, . . .

ai = v(2i) ! - #5 !.5 54- -/(!
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ai−2 6

∣∣∣∣  -#"
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√
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x1(t), x3(t), x4(t), xn(t)I
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�  -#" ��
%
� ��� ���
 ��������	
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(
1 + . . . .  -'"
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 �
� tC�� B�����
��:�
� ����� ���8
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t→∞
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1
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=

3

2
+

1 |
| − 12

+
1|
| 3  -/"
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�� ��� ��� ������	������
�
��� ������ ��������:�
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x4(1) =
41
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= 1.413793103448  .-"

x4(2) =
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; t ∈ Z ;( −dn bb
cn −an

)
=

(
an bn
cn dn
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�� ��� xn(t) 
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1 + . . .+
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=
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√
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=
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√
2  4("

gs(t) ≈ 8

5

	 t ≈ 5 
� t .  4-"

*%
���� ����A��
 ! ��0� 
�
� �� ��
��

 ������	���� 0�� ��� �����
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=
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y2(t+ 1) = y2(t)
(y2(t))

2 + 2

2(y2(t))2
; t = 0, 1, 2, . . .  44"

y2(0) = 1 .  45"
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�	�� *���� ��
%
� ���

y3(t+ 1) = y3(t)
(y3(t))

2 + 6

3(y3(t))2 + 2
 56"
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n
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n
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n
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(
n
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(
n

i

)
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⎝ u(t+ 1)

v(t+ 1)
w(t+ 1)

⎞
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⎛
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⎞
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⎛
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� - ���� ��� *�������
%��� ��� u(t), v(t) ��� w(t) ��0�� ��� ������ ��	�
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• x1(t), x2(t) ��� x3(t) ������	����� ����

������ 	�	�� 3
√
2 �

lim
t→∞

xi(t) =
3
√
2 ; i = 1, 2, 3 ;  !!#"

�:� ��� ;���

 gxi(t) ��� ����� ��
�
����� 	:
��	�� ���

�� 	�
� �� <%
����	

gxi(t) ≈ 7

8
t ; i = 1, 2, 3 .  !!'"

• ;���
������
� �����
0�����
���	�� ��� x1(t), x2(t) ��� x3(t) �:
��� �� 0�����
��

������ ������	�������� $��&��+ �� 
�� ���

lim
t→∞

z1(t) = lim
t→∞

z2(t) = lim
t→∞

z(t) =
3
√
2  !!("

���

gzi(t) ≈ 7

4
t ; i = 1, 2  !!-"

gz(t) ≈ 7

3
t .  !!."

• y1(t), y2(t) ��� y3(t) ������	����� ����

������

lim
t→∞

yi(t) = 2
0
3 + 2

1
3 + 2

2
3 ; i = 1, 2, 3  !!/"

gyi(t) ≈ 7

8
t ; i = 1, 2, 3 ;  !!4"

����
 ����
������
� �����
0�����
���	 ��� ��

�	 ���
�	 �� ��� xi(t) ���� 0�����
��
�
������	��������������	 �� ������
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• ��������
�� ��� *�������
%��� ��� 1�2�������3��������� ��� x1(t), x2(t)x3(t), z1(t),
z2(t), z(t), y1(t), y2(t) ��� y3(t)�

� dxi(t), dz(t) ��� dyi(t) ���	�� ����� ��� ��� ������ �
��� ����
������
�� *����8
���
���� L��� #1C1�����

��	 ��� dxi(t) ; i = 1, 2, 3 �����
�  ;!"
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� dzi(t) ; i = 1, 2 ������	���� ����

�������

lim
t→∞

dzi(t) = u(2) · 2 0
3 + v(2) · 2 1

3 + w(2) · 2 2
3

= 19 · 2 0
3 + 15 · 2 1

3 + 12 · 2 2
3 .  !!5"

• �����A�������� ��� ��� ��
�
����� L�	�������� �

���/ 0�1������ 12��� 
��� ��� ����� (��
4
√
2, 5
√
2, . . .

1�� ��������	
���
��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1(t)
u2(t)
u3(t)
u4(t)

���
un−1(t)
un(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 2 2 . . . 2 2
1 1 2 2 . . . 2 2
1 1 1 2 . . . 2 2
1 1 1 1 . . . 2 2
���

���
���

���
� � �

���
���

1 1 1 1 . . . 1 2
1 1 1 1 . . . 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

t⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
���
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

; t = 0, 1, 2, . . .  !#6"

�� ���������� 1�����

��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1(t + 1)
u2(t + 1)
u3(t + 1)
u4(t + 1)

���
um−1(t+ 1)
um(t+ 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 2 2 . . . 2 2
1 1 2 2 . . . 2 2
1 1 1 2 . . . 2 2
1 1 1 1 . . . 2 2
���

���
���

���
� � �

���
���

1 1 1 1 . . . 1 2
1 1 1 1 . . . 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1(t)
u2(t)
u3(t)
u4(t)

���
um−1(t)
um(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

; t = 0, 1, 2, . . .  !#!"

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1(0)
u2(0)
u3(0)
u4(0)

���
um−1(0)
um(0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
���
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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√
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x1(t) =
u1(t)

u2(t)
 !#'"

x2(t) =
u2(t)

u3(t)
 !#("

���

xm−1(t) =
um−1(t)

um(t)
 !#-"

xm(t) = 2
um(t)

u1(t)
 !#."

z1(t) =
1

3

m∑
i=1

xi(t)  !#/"

(z2(t))
−1 =

1

3

m∑
i=1

(xi(t))
−1  !#4"

z(t) =
1

2
(z1(t) + z2(t))  !#5"

yi(t) =
ui(t+ 1)

ui(t)
; i = 1, 2, . . . , m  !'6"

��
%
� ����

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

z1(t) = lim
t→∞

z2(t) = lim
t→∞

z(t) =
m
√
2 ; i = 1, 2, . . . , m  !'!"

gxi(t) ≈ t  !'#"

gz1(t) ≈ gz2(t) ≈ 2t  !''"

gz(t) ≈ 3t  !'("

���

lim
t→∞

yi(t) =
m−1∑
j=0

2
j
m ; i = 1, 2, . . . , m .  !'-"
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L������ ��� �� $
�  !#6" ��0�  !#!" ��� m×mC$�������������D

g(2, m) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 2 2 . . . 2 2
1 1 2 2 . . . 2 2
1 1 1 2 . . . 2 2
1 1 1 1 . . . 2 2
���

���
���

���
� � �

���
���

1 1 1 1 . . . 1 2
1 1 1 1 . . . 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 !'."

����


g(a,m) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 a a a . . . a a
1 1 a a . . . a a
1 1 1 a . . . a a
1 1 1 1 . . . a a
���

���
���

���
� � �

���
���

1 1 1 1 . . . 1 a
1 1 1 1 . . . 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

; a > 1  !'/"

�� ���

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

zj(t) = lim
t→∞

z(t) = m
√
a ; i = 1, 2, . . . , m ; j = 1, 2  !'4"

lim
t→∞

yi(t) =
m−1∑
j=0

a
j
m ; j = 1, 2, 3, . . . , m .  !'5"
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g(a, b, c, 3) =

⎛
⎝ 1 a b

1 1 c
1 1 1

⎞
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a = 1, b = 2, c = 3  !(!"

)���

� . ���	� ��� ��	�
���	�� *�������
%��� ��� u(t), v(t), w(t), x1(t), x2(t), y1(t),
y2(t) ��� y3(t)�

;�� )���

� . �������� ����

lim
t→∞

x1(t) ��� ��� 	��&�� ���

� J����	 ��� ������
�� $
���
��	

7x3 − 6x+ 1 = 0 → x1 = 0.827326835

x2 = 0.172673165

x3 = −1 .  !(#"

• *�� ���� �� ������ ��������
��	 lim
t→∞

x2(t) ��� lim
t→∞

y1(t) = lim
t→∞

y2(t) = lim
t→∞

y3(t)

�� �����A��������I

• F:� ��� �

	������� F�

 $
�  !(6" 
����� ��� ��	�
���	� ������
� $
���
��	

(c2 − b)x3 + (a + c− 2b)cx2 + (a+ b− 2c)bx+ (b2 − a2c) = 0 .  !('"

• <������� ��� ����� $
���
��	 �� ����������
����0�����

• ��������
�� ��� ��� ��������
��	 ��� u(t), v(t) ��� w(t) ��� ��� J����	��
x1, x2 ��� x3 ��� $
�  !('"� �
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• $���� ��� �� ;��
�	�� �� $
�  #/" 1�����

��	�� ��� $�������������D g(2, m)
 $
�  !'."" �
� B������ �0���� ���
���
�� �������� ���

• �����A�������� ��� ����� B������������

��	�� �� ����	 ��� ��� �����
���	 ��� m
√
2�

J����	��������

• F������������	��������� !

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �
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• F������������	��������� ' �

;��	��� ((�#-

1�� K���������	
���
��	  !#!"

�u(t+ 1) = g(2, m)�u(t) ; t ∈ N0  !(."


%&� ���
 ����
����

�u(t− 1) = g(2, m)−1�u(t) ; t ∈ Z .  !(/"
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�� ��� ������� $�������������D ���
���
����� ���������	�� ;�����

g(2, m)−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 0 0 0 2
+1 −1 0 0 0 0 0
0 +1 −1 0 0 0 0
0 0 +1 −1 0 0 0

0 0 0
� � � � � � 0 0

0 0 0 0 +1 −1 0
0 0 0 0 0 +1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.  !(4"

��������
�� ��� �DA��������

  ���
�	 �� ;���
�� ((�/ ��� ((�4" ��� ��� ������ GK:��8
0%������
���	H ������������ L2����  �	
� =!6>"� �

;��	��� ((�#.

Q������	�� ��� ��� �:� ��� �����
���	 ���
√
2

�� ��� ;���
������ ���	����

�� $�������� ���
((�# ��� ((�' 
������� ;������	�

$
�  '!" ���  (#" → $
�  (-" ���  .5"
((�- �DA�������

�� ;������	�

$
�  .5" → $
�  5("

��� ��� �����
���	 ��� m
√
2 ��0� m

√
a .

J����	������� �:� m = 5

• �����

� K���������	
���
��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u1(t + 1)
u2(t + 1)
u3(t + 1)
u4(t + 1)
u5(t + 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 1 2 2
1 1 1 1 2
1 1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
g

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u1(t)
u2(t)
u3(t)
u4(t)
u5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u1(0)
u2(0)
u3(0)
u4(0)
u5(0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !(5"

� ���A���������

��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u1(t)
u2(t)
u3(t)
u4(t)
u5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = gt

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !-6"

#4



xi(t) =
ui(t)

ui+1(t)
�:� i = 1, 2, 3, 4 ; x5(t) =

2u5(t)

u1(t)
 !-!"

x(t) =
1

5

5∑
i=1

xi(t)  !-#"

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

x(t) =
5
√
2 ; i = 1, 2, . . . , 5  !-'"

• J������� ;������	

� K���������	
���
��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(t+ 1)
v2(t+ 1)
v3(t+ 1)
v4(t+ 1)
v5(t+ 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(n) 2v5(n) 2v4(n) 2v3(n) 2v1(n)
v2(n) v1(n) 2v5(n) 2v4(n) 2v3(n)
v3(n) v2(n) v1(n) 2v5(n) 2v4(n)
v4(n) v3(n) v2(n) v1(n) 2v5(n)
v5(n) v4(n) v3(n) v2(n) v1(n)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(t)
v2(t)
v3(t)
v4(t)
v5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(0)
v2(0)
v3(0)
v4(0)
v5(0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !-("

= gn

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(t)
v2(t)
v3(t)
v4(t)
v5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(0)
v2(0)
v3(0)
v4(0)
v5(0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !--"

� ���A�����������⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1(t)
v2(t)
v3(t)
v4(t)
v5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = gnt

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !-."

yi(t) =
vi(t)

vi+1(t)
�:� i = 1, 2, 3, 4 ; y5(t) =

2v5(t)

v1(t)
 !-/"

y(t) =
1

5

5∑
i=1

yi(t)  !-4"

lim
t→∞

yi(t) = lim
t→∞

y(t) =
5
√
2 ; i = 1, 2, . . . , 5  !-5"
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• LDA�������

�� ;������	

� K���������	
���
��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(t+ 1)
w2(t+ 1)
w3(t+ 1)
w4(t+ 1)
w5(t+ 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(t) 2w5(t) 2w4(t) 2w3(t) 2w1(t)
w2(t) w1(t) 2w5(t) 2w4(t) 2w3(t)
w3(t) w2(t) w1(t) 2w5(t) 2w4(t)
w4(t) w3(t) w2(t) w1(t) 2w5(t)
w5(t) w4(t) w3(t) w2(t) w1(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(t)
w2(t)
w3(t)
w4(t)
w5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(0)
w2(0)
w3(0)
w4(0)
w5(0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !.6"

= g2
t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(t)
w2(t)
w3(t)
w4(t)
w5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(0)
w2(0)
w3(0)
w4(0)
w5(0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !.!"

� ���A�����������⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

w1(t)
w2(t)
w3(t)
w4(t)
w5(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = g2

t−1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !.#"

zi(t) =
wi(t)

wi+1(t)
�:� i = 1, 2, 3, 4 ; z5(t) =

2w5(t)

w1(t)
 !.'"

z(t) =
1

5

5∑
i=1

zi(t)  !.("

lim
t→∞

zi(t) = lim
t→∞

z(t) =
5
√
2 ; i = 1, 2, . . . , 5  !.-"

�

;��	��� ((�#/

1�� �����
���	 ��� m
√
2 ��0� m

√
a ��� $����
�	� ��� K���������	
���
��	��  !(5"+

 !-(" ���  !.6" ������� ����� 	��&�� <��
���
�

���%�
�� ���� ��
� 	��&� ��

�� ui(t)+ vi(t) ��0� wi(t) �� �����
���+ ��� ����� ����
����
 1������� xi(t)+ yi(t) ��0� zi(t) ��
�
��� 0����
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• �������	�� ��� ������ <��
���
 ����
 L���:
���	 ����� 	���	����� <��������	 ��
��� K���������	
���
��	���

J����	����� �:� m = 5 ��� m
√
a �

;�� $
�  !.6" ��
	� ��� $
�  !.'" �� ;��
�	�� �� ;��	��� ((�## ��� ��������� K�8
��������	
���
��	⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

s1(t+ 1)
s2(t+ 1)
s3(t+ 1)
s4(t+ 1)
s5(t+ 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1(t) a a x4(t) a x3(t) a x1(t)
x2(t) x1(t) a a x4(t) a x3(t)
x3(t) x2(t) x1(t) a a x4(t)
x4(t) x3(t) x2(t) x1(t) a
1 x4(t) x3(t) x2(t) x1(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1(0)
x2(0)
x3(0)
x4(0)
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠  !.."

xi(t + 1) =
si(t + 1)

s5(t+ 1)
; i = 1, 2, 3, 4  !./"

• ��������
�� ��� ��� ������	������
�
��� ������ J����	�

J����	��������

� lim
t→∞

si(t) = m · a 2m−1−i
m ; i = 1(1)m  !.4"

� lim
t→∞

xi(t) = a
m−i
m ; i = 1(1)m− 1  !.5"

� gxi(t) ∼ 2t ; i = 1(1)m− 1  !/6"

� gxi(t) ∼ 1
3
√
a

�:� a ∈ N ; i = 1(1)m− 1  !/!"

� *�������
%��� ��� s4(t), s5(t), x4(t) ��� dx4(t) �:� m = 5; a = 37

t s4(t) s5(t) x4(t) dx4(t)
6 !
!
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