Unit 44 Konvergenzverbesserung: Unterwegs zum Gipfel /2

44.1 Die langste Reise beginnt mit dem ersten Schritt

Unter den Méglichkeiten zur numerischen Berechnung von v/2 erscheint die folgende
Matrizendarstellung

e aus systematischer Sicht

e mit dem Ziel: hin zu immer schnellerer Konvergenz

von besonderem Interesse.

(ZEQ)Z(} ?)tG);t:O,l,Q,... (1)

lim l =2 (2)

e o)

GL. (1) lakt sich auch rekursiv notieren

IB):(} f)(zgg);t:o,m,... (3)

u(t)  w(t+1)

x(t) = RO 1 (5)
i =20 =MD, ©)

des arithmetischen Mittels

2(0) = 5 (a(t) + y(1)) (7



sowie der zugehorigen Differenzenquotienten

x(t) —x(t+ 1)

@) = GrD -ttt
y(t) —y(t+1)

Wl = ED—sir D

da(t) = 2(t) — z(t + 1)

2(t+1)—z2(t+2)

Man entnimmt aus Tabelle 1:

e z(t) und y(t) konvergieren gegenliufig oszillierend gegen /2 (— Konvergenzverbes-

serung durch Mittelwertbildung!)

lim a(t) = lim y(t) = v2; (11)
fiir die Anzahl gz(t) bzw. gy(t) der dabei erhaltenen giiltigen Stellen von /2 hat
man die Naherung

3

gx(t) =~ gy(t) ~ Zt. (12)

Die Differenzenquotienten von z(¢) und von y(t) konvergieren:

tlim dx(t) = tlim dy(t) = —(u(1) + v(1)V2) = —(3+2V2) (13)
— 00 —00

werden allerdings nicht ganzzahlig, damit sind hier auf der Ganzzahligkeit des Dif-
ferenzenquotienten basierende lineare Korrekturverfahren zur Konvergenzverbesse-
rung |7] nicht anwendbar.

Offenbar lassen sich aus den Basisgrofen u(t) und v(t) weitere relativ einfache Aus-
driicke bilden, die wesentlich besser gegen /2 konvergieren als x(t) und y(t); so
zeigt zB. deren arithmetisches Mittel z(t) eine doppelt so schnelle Konvergenz:

z2(t) =x(2t+1) (14)
gz(t) = 2 gx(t) = 2gy(t) ~ gt (15)
tlggo dz(t) = tlggo dz(t)? = tlgglo dy(t)? (16)

= u(3) +v(3)V2=17+12V2. (17)



QG015 I919)I0[5QR SNRIRD JIMOS (7)a pun (3)n UoA

OJNRIIOAIIIAN T O[[PqR],

CLETIGETTHT T = S8 | 6899€TT | T2GLO9T | 9T

TZECOSETTTIT T = fouio OV ZECOGETTHIV T = SE80sk | ze80Ly | 198999 | T

CSETOGETTVIT T = pondet LEIETICETTVIT T = o9eor | GTOS6T | LOSSLT | F1

STETIGETTHIT T = boerit CLTVTOCETTHIV T = ooy | TSLOS | €PTHIT | €1

8889TICETTI IV T = poccr €LGOTIGETTHIV T = Hee | TO¥EE | TTeLb | 2T

9CEG09GETTVIT T = pobor GETCVOSETCHIT T = Soel | 098€T | T096T | TT

TOOTELGETCVIT T = mrrr 0979TSCETTHIT T = rre 7.8 6118 | 0T

CTGR66VETTIIN T = oare SV6SVCISTIHIT T = sore 8,67 €oge | 6

TPSTR'G— | L9LLOTEETTHIV T = Soel | OVSTS'G— | G696LETETCHIV I = ponr c86 €6ET | 8

FLECOGETCHIT T = osost | THSTS'G— |  STLVSEPITCHIV T = &re | €F8CS'G— | SFLTISISTCHIT T = Sox 807 L8| L
LTVTOGETTVIV T = o | GPSe8'G— | STTPIV6STTVIV T = oee | OFVSES'S— | GIEPESTIOTHIV T = oo 69T 6z | 9
GETCVOGETTHIT T = Soat | 87878'G— IPIFIV T = o | L6828°G— LGSTVTLSSTIIV T = o 0L 66 | ¢
ST6STTISTCHIT T = e PIVEORTVEOTTI T = &t Z8TPE0TEBLETT T = 2 6 | 7

6'¢e | GPLTIRISTTIIV T = 0% €T88GOLVILITI T = f+ T =4 4| LT €
6'€E | COSTYILSSTIIV T = & PILGSTHILISTT T = & 7T=1 G Lz
T =54 eT=1% ¢T=2¢ e ¢l 1

¢T=2 07 =z 0T=1 I |0

1)zp (2)z (1)fip (A (#)p (1) (e ()n | 2




| Aufgabe 44.1|

Zeigen Sie, dafs

fiir u(¢) und v(t) anstelle der gekoppelten rekursiven Berechnung mittels Gl. (3)
und Gl. (4) auch eine separate rekursive Berechnung moglich ist:

(er ) = (00 ) () e w
(o 2 )=(12). 19

sich u(t) und v(t) neben der Matrizendarstellung Gl. (1) auch als Potenzreihen
darstellen lassen:

u(t) = (tgl)-20+(t;1)-21+(t21)-22+(t;1)-23+... (20)
v(t) = (tjil)-2%(’5;1)-21+(tgl)-22+(“;1)-23+... (21)
t=0,1,2,... (7;):0 fiir i >n (22)

fiir u(t) und v(t) Additions— und Subtraktionstheoreme von sinz—cosz—Typ [1]
existieren:

ulti +t2+1)\  _ z(tl) QUU(?) Z(t” o
E:;Ei;*ifiig ] fljf?( o l&iﬁ;@ ) :)
vty —t — 1) v(t) f(tl) o(t)
B < ZEB QuU(Efil)) ) (ZEZD, t <ty. (25)
Anmerkung;

Mittels Gl. (23) ist ebenfalls eine gekoppelte (nichtlineare) rekursive Berechnung
von u(t) und v(t) moglich.

Geben Sie weitere Darstellungsmoglichkeiten fiir w(t) und v(¢) an.

Beispiel:

vty +ta +2) = v(t)v(te) +v(ty + 1)v(ta + 1) (26)



Aufgabe 44.2|

Interpretieren Sie Gl. (3) als

e Kettengleichung eines elektrischen Vierpols [2,3]

e Folgezustandsabbildung eines deterministischen Automaten [4]. O

Aufgabe 44.3 ‘

11

1 2 11 11 11 01
(1)-0e)G)-GG) e
Diskutieren Sie diesen Sachverhalt in Bezug auf die v/2-Berechnung und im Zusam-
menhang mit Aufgabe 44.2 (vgl. auch [5]). O

Die ,Generatormatrix* ( b2 ) lafkt sich wie folgt als Produkt darstellen:

Aufgabe 44.4

Zeigen Sie, dals der geméf Gl. (5) aus u(t) und v(t) gebildete Quotient z(t) zugleich
auch t-ter Partialbruch der nachstehenden Kettenbruchdarstellung [6] von v/2 ist:

vi— 1.4 (28)

=1l +=+5+>s += +o +
— "R TR
—_——

#(5)

Anmerkung:

V2 besitzt eine weitere bemerkenswerte ,Quasikettenbruch“-Darstellung (ap € Q)

1 1] 1] 1] 1]
Gl ST Gt R 29
V2=o e T T (29)

O

‘ Aufgabe 44.5 ‘




Wie lautet die (besser als GI. (28) konvergierende) Kettenbruchdarstellung von /2 mit
dem t-ten Partialbruch z(¢) geméf Gl. (7); Tabelle 1, Spalte 8?

Losung:
3 1 | 1]
2=— —. 30
V2 2 ]—12+\3 (30)

‘ Aufgabe 44.6 ‘

Zeigen Sie, dak sich z(t), y(t) und z(¢) auch unabhéngig von der Berechnung der
Basisgrofen u(t) und v(t) mittels eigener Rekursionsgleichungen berechnen lassen:

2(t+1) = %;t:&l,l... (31)
ﬂm::% (32)
y(t+1) = iﬁg+,t 01,2, (33)
yo) = 3 (34)
At+1) = 2281:(;’ g):(i ?)Q;tzo,m, (35)
+(0) :g (36)
Lésungshinweis:

Aus GI. (3) und Gl. (5) folgt

Cou(t+1)  u(t) +20() w32 a(t)+2
) = ST T w1 o RECEERORS (37)
20) = %%:%:1. (38)

‘ Aufgabe 44.7‘

e Welchen Grenzwert liefert Gl. (1) fiir die verdinderte Generatormatrix ( 1 ; ):

(0)-(2) (3) &



t
lim i =7
t—o00 U(t

~— |~

Losung:

lim @:1(\/5—1).

t—oo V(L) 2

(40)

(41)

e Bearbeiten Sie alle im vorliegenden Abschnitt untersuchten Fragestellungen sinnge-

maf nun auch fiir diesen Fall.

44.2 Aufstieg im Vorgebirge

O

Die in Abschn. 44.1, Tabelle 1 experimentell gefundene Konvergenzverbesserung x(t) —
z(t) soll im folgenden eine erste systematische Erweiterung (hin zu immer besserer
Konvergenz!) erfahren. Im Zusammenhang mit der Losung von Aufgabe 44.6 liegt es
nahe, die Rekursionsgleichungen (31) und (35) durch ein allgemeines Bildungsgesetz

fortzusetzen:
1-2(t) + 2
t+1) = :t=0,1,2,...; 0)=1
I'l( + ) 1.T1(t) 1) ) Ly 4y 71‘1()
3-my(t) +4 3 4
t+1) = ————t=0,1,2,...; 0)=1;
33'2( +) 2172(15)—'—3’ 5 Ly Ay 7'772() a(2 3)
7. 25(t) + 10 7 10
t+1) = :t=0,1,2,...; 0)=1;
33'3( +) 55173(15)4-77 5 Ly ,33'3() a(5 7
Ay Ty (L) + by
2t+1) = 1 t=0,1,2, s xp(0) =1,
Talt+1) Cp - Tp(t) + dp 2 (0)

Tabelle 2 summiert die zugehdrigen Werteverldufe:
o lim z,(t) =v2; n=1,2,3,...
t—00
e Die Konvergenzverbesserung x;(t) — z,(t) ist proportional n:
xn(t) = x1(nt)

3
g, (t) = ngx(t) = 1 nt

(46)

(47)

(48)



lim de, (t) = Jim (da ()" = (—1)"(u(2n — 1) + v(2n — 1)V2).

t—o00

Aus GI. (49) folgt

lim dz,(t) =~ (—=1)"2u(2n — 1) fir n>1,

t—o00

d.h. lim dx,(t) ist fiir groke n nahezu ganzzahlig!

t—o00

t | xi(t) | ao(t) | as(t) | xa(t) | a5(t) | z6(t)

011 1 1 1 1 1

BE 7 17 4 99 239
2 5 12 29 70 169

9 |1 41 239 1393 8119 | 47321
5 29 169 985 5741 | 33461

3 | 1z 239 3363 | 47321 | 665857
12 169 2378 | 33461 | 470832

4|4 1393 47321 | 1607521
29 985 33461 | 1136689

5 | © 8119 665857
70 5741 470832

6 | 230 47321
169 33461

7 | 571 275807
408 195025

g | 1393 1607521
985 1136689
3363

9 | 3378
8119

10| 57
19601

11 | 13560
47321

12| 56
114243

13 | Sors2
275807

14| Y55095
665857

15 | rosss
1607521

16 | {i3668

Tabelle 2: Werteverlaufe von z,,(t) fiir n = 1(1)6



Aus den Gln (1), (5), (12), (31), (32), (42)—(45), (47) und (48) folgt zusammenfassend:
Als Kenngrofe fiir die jeweils erreichte Konvergenz kann der zugehorige Potenzverlauf

der Generatormatrix (

11

2 ) benutzt werden (Tabelle 3).

Die Konvergenz von

ist bestimmt durch den Werteverlauf von

x(t) = x1(t) geméal Gl. (42)

(1)

xo(t) gemafs Gl. (43)

1 2\ 2%
11

x3(t) gemafs Gl. (44)

1 2 \%
11

xp(t) gemik Gl. (45), n =1,2,3,...

12nt
1 1) -

nt
Tabelle 3: Konvergenz von x,(t) gegen V2 und Werteverlauf von ( 1 ? )

‘ Aufgabe 44.8 ‘

e Zeigen Sie, dak xo(t) geméf Gl. (43) zugleich auch t—ter Partialwert der nachste-
henden infinitely nested expression Darstellung von /2 [7] ist:

V2 = +3<1+@<1+@<1+@<1+@<1+... (51)
;(/'0)’ a 9 as Qq as
N
. 12(1) /
. 3’32‘(,2) /
. o )
2a(5)
mit
1 0112 |3 4 5 . 11=2,3,4,...
a;=v(2i) | 15|29 169|985 | 5741 Z:; é (52)
e Wie lauten entsprechende ine-Darstellungen von /2 mit den Partialwerten
x1(t), x3(t), z4(t), 2, (t)?
e Aus Gl (51) und Gl. (52) erhélt man nach Umformung
1 2 u(0 u(2 u(4 u(6
=" <1+£ <1+ug6; <1+u28; <1+u((10)) <1+... . (53)

9



Welchen Wert stellt der ine Gl. (51) fiir a; = u(¢), v(i), u(3i),v(3i),... dar? 0

Aufgabe 44.9 ‘

Die mittels Gl. (45) berechneten x,(¢) kénnen auch als ¢-te Partialbriiche einer Ket-
tenbruchdarstellung von v/2 interpretiert werden:

i () = s <u<2k> " |2u1(2k)‘> (54)

_ 1 1 | 1|
A wa(t) = T5r T (“(% —D+2 <| a2k —1) " Tu(2k= 1))) ' (55)

So ist z.B.

vt *\211') (50
_ % 3+2<‘_14,;+%>>:§+‘_1712|+% (57)
s WI.?') ()
- 11_2<17+2<|_ff17|+|1i7|>> (59)
— 21_9 (41 +|2-§) (60)

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten dieser Kettenbriiche. O

‘ Aufgabe 44.10 ‘

In [8] wurde gezeigt:
Konvergiert eine Folge < z(t) >9°, mit dem ganzzahligen Differenzenquotient d gegen
a, so konvergiert die linear korrigierte Folge

< zkorr(t) >72, (61)
mit
xkorr(t) = T x(t+1)— di : x(t) (62)

10



schneller gegen a.
Untersuchen Sie die so erreichbare Konvergenzverbesserung fiir x4(¢):

d 1
xgkorr(t) = y : N za(t+1) — T xy(t)
4 4

mit
dy~ (—=1)*-2-u(7) = 1154.
Beispiel:

41
ra(1) = 55 = 1413793103448

1393

14(2) = o = 141421319308

1154 1

lorr(1) = —2= 2(2) — ——
Takorr(1) = 7725 2(2) = 7550

(1) = 1.414213562319 .

Der Zugewinn an giiltigen Stellen ist hier beachtlich, wie ist es fiir grofere ¢?

‘Aufgabe 44.11‘
Untersuchen Sie die Eigenschaften der Umkehrung von Gl. (45):

—dpxy(t) + by

n t—1 = )
T ) Cnn(t) — ay

te s,

(63)

(64)

(66)

(67)

O

() (ee) =0 = (3 2) e

44.3 FErster Rickblick

Die Ergebnisse von Abschn. 44.2 lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Die Rekursionsgleichung

11



ra(t) = T =123, t=0,1,2,... (69)

w01 -
(n)-(1) ™)
lim (1) = V2 (72)

erlaubt eine gegeniiber den Gln (1) bzw. (3) besser konvergierende numerische Berech-
nung von v/2:

11
e fiir die Anzahl gz, (t) der giiltigen Stellen von z,,(¢) hat man

nt
e 1,(t) = z1(nt) konvergiert werteverlaufsgleich mit ( L2 ) ) (73)

3
g, (t) ~ 1 nt. (74)

44.4 Blick in ein tiefgelegenes Seitental

Natiirlich entsteht im Zusammenhang mit Abschn. 44.3 auch die Frage nach gegeniiber
Gl. (1) schlechter konvergierenden Berechnungsméglichkeiten fiir /2. Die folgenden
Beispiele stehen stellvertretend fiir die dabei zu betrachtende Bandbreite.

e Beispiel 1

") = ;0 (2;) - (75)
i

<1+§<1+15—2<1+%<1+...+2t4;1(1)...)))) (76)

12




1
gr(t) ~ §t (79)
lim dr(t) = 2. (80)
e Beispiel 2
t .
1) 2\
s(t) = (Qi ) : (Z)z 2 (81)
=0

U000 B0 )
s(t+1) U=y | (s, _ (30 _ (1
(est) = <0 = > () =02 o) =)
Jim s(t) = V2 (84)
gs(t) ~ glgt ~5ldt. (85)

Wihrend Beispiel 1 etwa halb so schnell konvergiert wie die Berechnung von /2 mittels
GL. (1) bzw. Gl. (31), liefert Beispiel 2 fiir ¢t = 10° nur 8 giiltige Stellen!

| Aufgabe 44.12|
Ordnen Sie r(¢) und s(¢) in Tabelle 3 ein. O

| Aufgabe 44.13|

Untersuchen Sie die Konvergenzverbesserung von r(t) bei linearer Korrektur gemafs

Gl. (62)
rkorr(t) =2r(t+1) —r(t). (86)
O

‘Aufgabe 44.14‘
Geben Sie fiir r(¢) und s(t) Kettenbruchdarstellungen an. O

44.5 Exponentieller Aufstieg

Eine gegeniiber Gl. (42) wesentlich besser konvergierende Berechnung von /2 basiert
auf dem Additionstheorem Gl. (23). Fiir ¢; = 5 = ¢ hat man

w2t +1)  (u(t)® +2(v(t)* _ u(t) <% 2 (87)
(2t + 1) 2u(t)o(t) v(t) (gf '

13



Mit * =y, und Gl. (4) folgt daraus die gebrochen rationale Rekursionsgleichung

(y2()* +2

yg(t—i—l):yg(t)W, t=0,1,2,... (88)
In analoger Weise erhilt man

ys(t +1) = ys(t) % (90)
y3(0) = 1. (91)

y2(t) und y3(t) zeigen die in Tabelle 4 dargestellten Werteverldufe.
Die hier gegeniiber x;(t) erreichte Konvergenzverbesserung ist nicht linear, sondern
exponentiell:

ya(t) = 21(2" = 1) (92)
ya(t) = 951(3t -1), (93)
d.h. konvergiert werteverlaufsgleich mit

L 2 \2 !
y2(t) gemafs Gl. (88) ( 11 )

1 2\
y3(t) geméf Gl. (90) ( 11 )

Die entsprechende systematische Erweiterung

_ (0)2°(n ()™ + (5) 2" (ya(0)" 2 + (1) 22 (yn ()" +

D = ) @) + (G2 O+ ()2 () T
n:2,3,4,...;(?):0fﬁri>n (94)
yn(o) =1 (95)
lim . (t) = V2 (96)
konvergiert werteverlaufsgleich mit ( 1 i )” _1. (97)

14
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| Aufgabe 44.16

Untersuchen Sie experimentell die Verlaufe von gy»(t) und gys(t) (Anzahl der mit y,,(¢)
erhaltenen giiltigen Stellen von v/2) und geben Sie dafiir Niherungsausdriicke an. O

‘ Aufgabe 44.17‘

e Zeigen Sie, dak fiir den Differenzenquotienten von y,(t) gilt
dy,(t + 1) = (dy, ()" fir t > 1 (vgl. [9]). (98)

e Wie kann Gl. (98) zu einer (nichtlinearen) Konvergenzverbesserung benutzt werden
(vgl. Aufgabe 44.10)7 0

‘ Aufgabe 44.18 ‘

e Geben Sie fiir yo(f) und y3(t) Potenzreihendarstellungen analog zu den Gln (75)
bzw. (81) sowie zugehorige ine und Kettenbruchdarstellungen an.

e Verallgemeinern Sie die erhaltenen Ergebnisse fiir y,(t); n =2,3,4,....

e Vergleichen Sie mit entsprechenden Potenzreihen, ine und Kettenbruchdarstellun-
gen fiir x,,(t) gemaf Gl. (45). 0

44.6 Der Gipfel liegt in den Wolken

| Aufgabe 44.19|

Suchen Sie nach Rekursionsgleichungen zur numerischen Berechnung von v/2, die einen
Konvergenzverlauf mit

12\ /1 2\ /1 2\ /1 2\” (99)
11/ V1 1) V1)L ) o

besitzen. O

44.7 Blick auf den Nachbarberg v/2

Die numerische Berechnung von /2 kann in #hnlicher Weise wie die von /2 auf Basis
einer Matrizengleichung erfolgen:

ul(t) | "1
(v(t))( (1);t0,1,2,..., (100)
w(t) 117 1

16



in rekursiver Form

u(t+1) 1 2 2 u(t)

(v(t—l—l))(l 1 2)(v(t));t0,1,2,... (101)
w(t+1) 1 11 w(t)
u(0) 1

(m ) ; ( 1). 2
w(0) 1

In Tabelle 5 sind die Werteverldufe von u(t), v(¢) und w(t) sowie der daraus abgeleiteten
Grofen

_ u(?)
21 (t) = o0 (103)
2o(t) = % (104)
_ 2w(t)
z3(t) = = 0 (105)
a(t) = 5 (0(0) + 2a() + 75(1) (106)
1
2(t) = (107)
(5 + = + =)
(1) = (a0 + (1) (108)
yi(t) = U(:L(J;)l) (109)
Yo(t) = U(ZEZ)l) (110)
ys(t) = w(;(;l) (111)
zusammengestellt.

17
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Tabelle 5 zeigt:
o (1), 25(t) und z3(t) konvergieren oszillierend gegen +/2:

lim z;(t) = V2; i=1,2,3; (112)

t—o00

fiir die Anzahl gx;(t) der dabei erhaltenen giiltigen Stellen gilt in Naherung

7

gx;i(t) ~ gt; 1=1,2,3. (113)

e Arithmetische Mittelwertbildungen aus x;(t), x2(f) und z3(t) fiihren zu wesentlich
besser konvergierenden Groflen, so hat man

lim 2(t) = V2 (114)

lim 2(t) = lim 2z5(t) =
t—o0 t—o00 t—o0

mit
T, .

gzi(t) = Zt; i=1,2 (115)
7

gz(t) =~ §t' (116)

e y1(t),y2(t) und ys(t) konvergieren oszillierend

lim (1) =25 +25 +25; i = 1,23 (117)
—00

T
qyi(t) = gt; i=1,2,3; (118)

durch arithmetische Mittelwertbildung ist vollig analog zu den x;(t) eine wesentliche
Konvergenzverbesserung zu erreichen.

‘ Aufgabe 44.20 ‘

e Untersuchen Sie Werteverldufe der Differenzenquotienten von xq(t), zo(t)x3(t), 21 (%),
2(t), 2(t), y1(t), y2(t) und ys(t):

— dx;(t),dz(t) und dy;(t) zeigen einen auf den ersten Blick stochastischen Werte-
verlauf. Eine 2D-Darstellung von dz;(t); i = 1,2, 3 mittels (A1)
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pset(0) := pset (dz;(0), dz;(1))
j=1(1)m

pset(7) :=pset (dx;(27), dw; (27 + 1))

Connect p(j — 1) with p(j) by a straight line

pattern(dz;(t), m) := resulting polygon with m sides in 2D (A1)

liefert jedoch iiberraschend systematisch aufgebaute Muster: Bilder 1-3. Hier er-
Offnet sich eine produktive Quelle fiir interessante Computergraphiken: Bilder
4.

Bild 1: 2D(A1)z4(t); m = 50 Bild 2: 2D(A1)xz5(t) ; m = 50

Bild 3: 2D(A1)xz3(t) ; m = 50
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— dz(t); i = 1,2 konvergiert oszillierend:
lim dzi(f) = u(2)-25 +0(2)- 25 +w(2) - 23
— 00
= 19-2% 4+15-25 41223 . (119)

e Interpretieren Sie die erhaltenen Ergebnisse. a

44.8 PIlotzlich 6ffnet sich die Sicht auf v/2,v/2, ...

Die Matrizengleichung

S e
= =N
=N DN
DN NN
DN DN DN
NN DN DN
— e

_ t=0,1,2,... (120)

—_
—_

Un_l(t) 11
11

— == N

1
1
1
1 ct=0,1,2,... (121)

SR = NN
=N NN
CENCEICEN)
NN NN
<
Do
NN N TN

£
3
L
—~
~
_l’_
—_
~—
—_ e
[u—
—_
—_
£
3
L
—~
=

—_ = = =

= (122)

<
i
R
o~
(@)
N—
—_

ist Basis fiir die numerische Berechnung von %/2.
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. Ui (t)
T (t) = u2(t)
us(t)
walt) = us(t)
Umfl(t)
0=
_ U (1)
T (t) =2 )

erhalt man:

t—o0
gri(t) =~ t

gz1(t) = gzo(t) =~ 2t

gz(t) ~ 3t

und
m—1

. J

tlggloyi(t)— ‘02m i=1,2,..., m
=

23

lim z;(t) = tlglolo 2 (t) = tlgglo 2(t) = tlinog ()= ¥2;i=1,2,..., m

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)
(133)

(134)

(135)



| Aufgabe 44.21 |

Untersuchen Sie wie in Aufgabe 44.20 die Werteverldufe der zugehorigen Differenzen-

quotienten.

‘ Aufgabe 44.22 ‘

Ersetzt man in Gl. (120) bzw. (121) die m x m—Generatormatrix
1 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2
1 111 1 2
1 111 11
durch
1 a a a a a
1 1 a a a a
1 1 1 a a a
g(a, m) — 1 1 1 1 a a pa > 1
1 111 1 a
1 111 1 1
SO ist

lim x;(t) = lim z;(t) = lim 2(¢) = ¥/a; i=1,2,...,m; j =1,2

t—o00 t—o00 t—o00

m—1 )

J

lim yi(t)zz am; j=1,2,3,...,m.

t—00 -
Jj=0

Untersuchen Sie das zugehorige Konvergenzverhalten.

‘ Aufgabe 44.23 ‘

O

(136)

(137)

(138)

(139)

Was geschieht, wenn im oberen Dreiecksteil der Generatormatrix beliebige voneinander

verschiedene Zahlen stehen?

Beispiel:

1
gla,b,c,3) =1 1
1

= = Q
=0 o
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a=1,b=2,c=3 (141)

Tabelle 6 zeigt die zugehorigen Werteverldufe von w(t), v(t), w(t), x1(t), z2(t), y1(t),
y2(t) und ys(t).
Aus Tabelle 6 entnimmt man:

tlim x1(t) ist die grofte reelle Losung der kubischen Gleichung
— 00

72 —6r+1=0 — x;=0.827326835
29 = 0.172673165
z3=—1. (142)

e Wiesind in diesem Zusammenhang lim z,(¢) und lim yy(¢) = lim y,(¢) = lim y5(%)
t—r00 t—o00 t—r00 t—r00
zu interpretieren?

e Fiir den allgemeinen Fall Gl. (140) lautet die zugehorige kubische Gleichung
(* = b)z® + (a+ ¢ — 2b)ca® + (a + b — 2¢)bx + (b* — a’*c) = 0. (143)

e Notieren Sie diese Gleichung in Matrizenschreibweise.

e Untersuchen Sie den Zusammenhang von wu(t), v(t) und w(t) mit den Losungen
x1, T2 und z3 von Gl. (143). O
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(Gl. (136)) als Produkt zweier Boolescher Matrizen an.
e Interpretieren Sie diese Produktdarstellungen in Bezug auf die Berechnung von %/2.

e Geben Sie in Analogie zu Gl. (27) Darstellungen der Generatormatrix g(2,m)

e Faktorisierungsvariante 1

| Aufgabe 44.24
Losungsskizze:

(144)

(145)

—
— 1”1”1”1”1”

©190100

I I I I I
I I—H1O

1 2
1
1
1
1
1

e Faktorisierungsvariante 2

IANTANTAN TN 1N
I I I I I

”2”2”2”2”1 —
| | | | L — — — —
NN A
| | | - - - - - .

e Faktorisierungsvariante 3
Die Rekursionsgleichung (121)

| Aufgabe 44.25|

(146)

(t); t € Ny

3

(2,m)

>

@t +1) =

(147)

27

(2,m)"Yi(t); teZ.

lalt sich umkehren:

a(t—1) =



Dabei hat die inverse Generatormatrix nachstehenden bandférmigen Aufbau

-1 0 0 0O 0 0 2
+1 -1 0 0 O 0 O
o +41 -1 0 0 0 O
g(2,m)™! = o 0 41 -1 0 0 O (148)
0 0 0 .0 0
0o 0 o0 0 +1 -1 0
o 0 o o0 0 41 -1

Untersuchen Sie experimentell (analog zu Abschn. 44.7 und 44.8) die bei dieser ,Riick-
wartsrechnung” auftretenden Effekte (vgl. [10]). O

Aufgabe 44.26

Ubertragen Sie die | fiir die Berechnung vony/2
in den Abschnitten | vorgestellte Grundidee des

44.2 und 44.3 linearen Aufstiegs
Gln (31) und (42) — Gln (45) und (69)
44.5 exponentiellen Aufstiegs

GL. (69) — GL. (94)
auf die Berechnung von 3/2 bzw. ¥/a.

Losungsskizze fiir m =5

e Basis

— Rekursionsgleichung
ur(t+1) 1 2 2 2 2 uy(t) u1(0) 1
ug(t + 1) 112 2 2 us(t) u2(0) 1
ug(t+1) | =111 1 2 2 us(t) | ; ug(0) | =11 (149)
ug(t + 1) 1111 2 uy (%) u4(0) 1
us(t + 1) 11111 us(t) us(0) 1

M

— Kompaktdarstellung
us(t) :gt 1 (150)
U4(t) 1
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wlt) = ! 123,45 an(t) = <5 (151)
T =5 3 () (152)
Jim zi(t) = Jim T(t)=v2;i=1,2,...,5 (153)
e Linearer Aufstieg
— Rekursionsgleichung
vi(t+1) vi(n) 2vs(n) 2v4(n) 2vs(n) 2vi(n) v1(t)
vo(t+1) va(n) wvi(n) 2vs(n) 2v4(n) 2v3(n) va (1)
vg(t+1) = vs(n) wve(n) wvi(n) 2vs(n) 2v4(n) vs(t)
va(t+ 1) vi(n) wz(n) wva(n) wvi(n) 2vs(n) v (1)
vs(t + 1) vs(n) wva(n)  ws(n) wve(n) wvi(n) vs(t)
U1 (O) 1
UQ(O) 1
vs(0) [ =11 (154)
1)4(0) 1
1)5(0) 1
v () v1(0) 1
v (t) v2(0) 1
= g"| wl(t) v3(0) | =1 1 (155)
U4(t) U4(0) 1
U5(t) U5(0) ]_
— Kompaktnotation
’Ul(t) 1
’Ug(t) 1
() [ =g | 1 (156)
U4(t) 1
U5(t) 1
ou(t) L. ' _ 2us(1)
yi(t) = o @ firi=1,2,3,4; ys(t) = () (157)
50 =5 > i) (158)
lim y;(t) = lim 3(t) = V2:i=1,2,...,5 (159)

29



e Exponentieller Aufstieg

— Rekursionsgleichung
wy(t+1) wi(t) 2ws(t) 2wy(t) 2ws(t) 2wq(t) wy (t)
wy(t + 1) wa(t)  wi(t) 2ws(t) 2wy(t) 2ws(t) ws(t)
ws(0) | =1 1 (160)
wy (t) wy(0) 1
t ws(t) ws(0) 1
= g | ws(t) [; | ws(0) | =11 (161)
ws(t) ws(0) 1
— Kompaktnotation
wa(t) | =g 1] 1 (162)
’LU4(t) 1
zi(t) T f 1,2,3,4; z5(t) w1 (D) (163)
=) = é > ) (164)
lim z(t) = lim %(t) = V2;i=1,2,...,5 (165)
O

‘ Aufgabe 44.27‘

Die Berechnung von %/2 bzw. t/a auf Grundlage der Rekursionsgleichungen (149),
(154) und (160) besitzt einen groften Nachteil:

Zunichst sind sehr grofte Zahlen u;(t), v;(t) bzw. w;(t) zu berechnen, aus denen dann
durch Division z;(t), y;(t) bzw. z;(t) erhalten wird.
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e Beseitigen Sie diesen Nachteil durch Einfiihrung einer geeigneten Normierung in

den Rekursionsgleichungen.

Losungsidee fiir m = 5 und

v/a:

Aus Gl. (160) folgt mit Gl. (163) in Analogie zu Aufgabe 44.22 die normierte Re-

m—i

—tlggloxi(t):am pi=11)m—1

— gzi(t) ~2"; i =1(1)m —

1

kursionsgleichung
s1(t+1) z1(t)  a  awmy(t) awxsz(t) ax(t)
So(t+1) xo(t) x1(t) a axy(t) awxs(t)
s3(t+1) = x3(t) ma(t) x1(t) a  axy(t)
sq(t+1) xg(t) w3(t) xo(t)  x1(t) a
ss(t+ 1) L oxy(t) x3(t)  xa(t)  x1(%)

1 1
si(t+1) .
(t+1) =" 21,234
‘/I;Z( + ) 85 (t + 1) Y ? Y ) 37
e Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten dieser Lésung.
Losungsskizze:
— tliglo sit)y=m-a=m ;i=1(1)m

1
— gzi(t) ~ —= fir a e N;i=1(1)m—1

8 8
N =

8
N

S
w
_
~+

— Werteverldufe von s4(t), s5(t), x4(t) und dz4(t) fir m = 5; a = 37

\?/a
t| sa(t) | s5(t) | wa(t) | day(t)
0 1
1
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