"Neugier, allgemeinsprachlich oft abwertend gebrauchte Bez. fir
unangemessenes Interesse an den Angelegenheiten anderer Menschen;
grundsatzlich ist N. (N.-Verhalten) ein Beduirfnis nach Neuem und Aufsuchen
von Neuem, wobei orientiertes ebenso wie gerichtetes und zielstrebiges
Vorgehen eine Rolle spielt. N. ist ein bei Menschen und bei Tieren zu
beobachtendes Verhalten, das wahrscheinlich angeboren ist (Trieb zur
Exploration). Sie regt zum Auskundschaften der Umwelt und zu oft spieler.
duBerem und innerem Experimentieren um der Entdeckung des Neuen willen
an. Der kindl. N. und ihrer Forderung durch ein freilassendes und Anregungen
bietendes Verhalten der Erziehungspersonen wird in der Padagogik eine grol3e
Bedeutung beigemessen fir die Entwicklung der Motivation eines spateren
Strebens nach Erkenntnis (Lernfahigkeit, WiRbegier), schopfer. Tatigkeiten,
aber auch fir Offenheit und Kontaktbereitschaft im SozialisationsprozeR. Bei
vielen Tieren erlischt das N. Verhalten mit der Geschlechtsreife. Beim
Menschen dagegen bleibt die N. lebenslang bestehen."

Brockhaus Enzyklopadie, Band 15, S. 474, Mannheim 1991
2.1 Basisinvention
Interpretiert man die Halbwinkelbeziehung der Cosinusfunktion
ZCOSGa):m; OSasg (2.1)
als Rekursionsgleichung und

2 cos Gg) =2 (2.2)

als die zugeh@ige Startgleichung, so ergibt sich als L&ung die
Kettenwurzeldarstellung



208 (orp) = \/2+ 24-+v2; meN,, (2.3)

2m+1 2

(m+ 1)—7;1al Radikand 2

m—stelliges Vorzeichenwort:+ +---+

in der (m+1)-mal der Radikand 2 auftritt und die Wurzeln durch das m-stellige

Vorzeichenwort + + ... + verknUpft werden.

Mit
. s
sina = cos (; — a) (2.4)
und
sin?a + cos?a =1 (2.5)

folgt andererseits aus Gleichung (2.3)
. 1 =« T 1 =«
2sin (mmr5) = 2005 (5 - 7oy

2m+1 — 17
= 2 cos WE

= \/4 — 4 cos? (Ziﬂg) (2.6)

und damit die Kettenwurzeldarstellung

2m+1 ;

2cos(2m+1_1n)= \/2—\/2+---+\/§; meN,. (2.7)

(m+1)—-mal Radikand 2

m-—stelliges Vorzeichenwort:— +---+

Sie erkennen:
Bei gleicher Struktur unterscheiden sich die Gleichungen
(2.3) | (2.7)
- auf der linken Seite im (diskreten) Argument der Cosinusfunktion:



2m+1_17r
om+1 5 !

1
2m+1

T
3 |

- auf der rechten Seite im m-stelligen VVorzeichenwort der Wurzelverkn{pfung:

..+ | —+ 4

An dieser Stelle erwacht Ihre Neugier, der Trieb zur Exploration und "verfthrt"
Sie zu der Hypothese:

Es kdnnte sein, dass eine Kettenwurzeldarstellung der Cosinusfunktion

2 cos (Zza,:irg) = |24 vy |2+ vmz\/Z + -+ ’2 +v9V2 ; me N, (2.8)

(m+1)—mal Radikand 2

existiert, wobei jedem mcylichen diskreten Argumentwert

Zahlerm g; Zahler € N, -

2m+1 2

0 <
eineindeutig ein m stelliges VVorzeichenwort
V=V Umeg U1y, v = (—1)% € {+1,—1} (2.10)

bzw. ein zugeh&iges m-stelliges Bin&wort

b=by_1by_y..byby, €{0,1}™ (2.11)
zugeordnet ist:
Zébler=f(b), b=f?1(Zaler). (2.12)

Da eine Best&aigung dieser Hypothese durch eine exakte Herleitung der
Gleichungen (2.8) - (2.12) schwierig erscheint, entscheiden Sie sich zun&hst fir
eine Uberprifung durch ein Experiment, das bei negativem Ausgang die
Hypothese widerlegt:

Bei m=3 wird fCr alle b € {0,1} ® aus den Gleichungen (2.8) - (2.11) numerisch,

z.B. mittels Taschenrechner, Z&nler/2™*! berechnet.




Ergebnis:

bz b1 bo Z&ler/2m+1
0 0 0 1/16
0 0 1 3/16
0 1 0 7/16
0 1 1 5/16
1 0 0 15/16
1 0 1 13/16
1 1 0 9/16
1 1 1 11/16

D.h., die Hypothese ist fir m = 3 best&igt, insbesondere ist jedem Z&nler
eineindeutig ein b zugeordnet.

Dariberhinaus erdfnet die Interpretation des vorliegenden Ergebnisses (m=3)
einen Weg zur Bestimmung des noch unbekannten Bildungsgesetzes von f:

o Z&ler=2a+1;, ac€N, (2.13)
e a= a,a,a, a;€{0,1} (2.14)

e Heuristisches Kernstick; Umordnung der Ergebnistabelle nach
steigendem a

bs b; bo \|Zdhler| a | |a; | d
04 1 |o|olo]o

3 110(0)|1

S |2|0(1]|0

731011

9 | 4|1(0]|0

11 J|1|0]1

13 6(1|1|0

15 71111

Aus vorstehender Baumdarstellung entnehmen Sie sofort: Der gesuchte bijektive
Zusammenhang zwischen Z&nler und a bzw. b ist der Gray-Kode [1,2]
(Konstruktionsprinzip Paarbildung!).



b= a1 @ a; ; a;=Dbyp 1D ..Dbi1 Dby

Gray—Kode inv.Gray—Kode
b=g(a) ; a= g (b (2.15)
Aufgabe 1

Uberprifen Sie die durch die Gleichungen (2.13) — (2.15) erweiterte Hypothese
experimentell fUr m = 4.

Aufgabe 2

Verfizieren Sie die so erh&tete Hypothese nun durch exakte Herleitung aller
Gleichungen (2.8) — (2.15).
Ergebnis:

Die Funktionswerte von sin x und cos x lassen sich fUr diskrete &uidistante
Argumentex (0 < x < %) in Form einer endlichen Kettenwuzel darstellen.

2'sin (zj;—jjg) = |2- (—1)bm1j2 + (—1)bm—zJ2 + ot (=1)b1 /2 + (—1)boy2 (2.16)

(m+1)—-mal Radikand 2

2 cos (zfn—‘:}%) = 2+ (—1)bm1j2 + (—1)bm—zj2 + ot (=1)b1 /2 + (=1)boy/Z (2.17)

(m+1)—mal Radikand 2

b = bm_lbm_z ...blbo € {O, 1}m \ (219)
a= g 1), b=g(a) (Gray— Kode) (2.20)
Spezialfdle:

e a=0——>b=0, m>»1 (2.21)



_ (2a+1m _ 1 n 1 n 1
2sin (WE) = Zsin (2m+1§) ~2 <2m+1§> = gme”

_ jz_JHm (2:22)

(m+1)—mal Radikand 2

Aus Gleichungen (2.22) folgt eine Kettenwurzeldarstellung fir =

m= glrng\/Z—\/2+\/2+---+«/§ (2.23)

t—mal Radikand 2

(entspricht Archimedes-Algorithmus zur n&berungsweisen Berechnung von =,
vgl. Baustein 7)

e a=2M"—1—5b=2m"1 m>»1 (2.24)
 (2a+1m o (2mtl —1q om
Zsm(zm+1 E)zZsm omii 3 z25m5=2
:\/2+\/2+\/2+---+\/? (2.25)

(m+1)—-mal Radikand 2

Aus Gleichungen (2.25) folgt eine Kettenwurzeldarstellung ftr 2

2 = lim j2+\/2+ 2+ +2 (2.26)
t—mal Radikand 2
Aufgabe 3

Geben Sie auf Grundlage der Gleichungen (2.16) — (2.20)

Kettenwurzeldarstellungen weiterer mathematischer Konstanten an. Z.B. ist

r=§(d§—1)=tlir£10 2 — 2+j2—\/2+ 2— 142 (2.27)

t—mal Radikand 2



Aufgabe 4

Untersuchen Sie numerisch das Konvergenzverhalten der

Kettenwurzeldarstellungen Gleichungen (2.23), (2.26), (2.27), ..

2.2 Go to tan
Aus den Gleichungen (2.16) — (2.20) folgt



(ze'2) ool 1=) = [ 1) = | aal1=) = 2N 0(1-) + 2 ;:L+N\, pu(1-) +2 /M| g u@%fﬁ

¢ = w :peidsiog

(1€°2) (2poyy —fivar)) ()6 =9 * (q),_6 =0
(0£°2) _EA_“A .O_. 5 0glg- - o-wql=wp — q
(62°2) N3w * {10} 30w -1="p=» * (] - ,z'0)N 3

g puvyIpoy vu—w

(822) [ onl1=) = | wl1=) = | "= [ tmunl1=) =2 0g(1-) + 2 ;:JIE+N\r-§:|_+m

(L2t )
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0 09 116 0
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s| INCYT T rduns | N2
6 P L A
7 1915116 0
Aufgabe 5

Fihren Sie die Herleitung der Gleichungen (2.29) - (2.31) aus den Gleichungen
(2.16) - (2.20) detailiert durch.

2.3 Archimedes-Kode

Es liegt nahe, die in Abschinitt 2.1, Gleichungen (2.16) - (2.20), beschriebene
Kettenwurzeldarstellung von sin x und cos x fUr spezielle &uidistante
Argumente x explorativ auslotend auch zu einer Bin&kodierung beliebiger
positiver reeller Zahlen wert € R(0,2) zu benutzen.

Gegeben:
wert € R(0,2) (2.33)
Gesucht:
wort = b = by,_; ...b1by € {0,1}™, (2.34)
wobei gilt

wert = |24 (=1)bm-1 |2 4+ (—1)bmzj2 + -+ (—1)b1\/2 + (=1)bo+/2. (2.35)

(Kettenwurzelentwicklung von wert)



Dabei kénnen folgende Fdle auftreten:

(@) mist endlich, Kettenwurzelentwicklung bricht eigengesteuert ab,
(b) m ist unendlich, wort ist nicht periodisch,
(c) mist unendlich, wort ist periodisch mit der Periodenl&nge perl,

(d) Kettenwurzelentwicklung Gleichung (2.35) ist nicht mcglich.

In den Fdlen (a) bzw. (b) kann bzw. muss die Kettenwurzelentwicklung bei
einer vorgegebenen Wortlénge | < m abgebrochen werden (n&erungsweise
Kettenwurzelentwicklung), im Fall (c) erfolgt der Abbruch zweckm&3gerweise
nach Erreichen der Periodizita.

Ld&ung:

Kodierungsalgorithmus wert—— wort (Archimedes-Kode)

Regel | Bedingung Aktion Verbundaktion
| ri=werl ;y:=¢
2 T i=at -2
3 x =1
oder (A1)
length(y) =1 || wort := y stop
(=)
! x>0 yi=yol goto r2
5 y:=yol goto 12
Aufgabe 6

Leiten Sie den Kodierungsalgorithmus wert—— wort aus den Gleichungen
(2.33) — (2.35) her.

Aufgabe 7

Konstruieren Sie den zugeh&igen Dekodierungsalgorithmus wort—— wert.

L&ung :



Regel | Bedingung Aktion Verbundaktion
1 — \/E iy = worl
2 y=c -u'erf(:i ;: stop (A2)
3 right(y,1)=0 || 2 :== 2+ z;y:= y = 0 | goto r2
4 right(y,1)=1 || 2 =2 —az;y:=y & 1 | goto r2
Aufgabe 8
Beginnen Sie nun auch hier explorativ zu experimentieren!
Experiment 8.1 :
Kodierung von wert = 2 cos (g) :n=34,5,..
n | wort perl n | wort perl
301 1 27 | 000110111 9
4 |« 0 28 | 00011 3
5 101 2 29 | 00011001011101 14
6 | 01 | 30 [ 00011 4
71011 3 31 | 00011 5
810 0 32 1 000 0
9 [ 001 3 33 | 00001 5
10 [ 001 2 34 | 00001 4
11| 00111 5 35 | 000010011111 12
12 | 001 1 36 | 00001 3
13 | 001101 6 37 | 000010110011110101 18
14 | 0011 3 38 | 0000101111 9
15| 0011 4 39 | 000010111011 12
16 | 00 0 40 | 00001 2
17 ] 0001 4 41 | 0000101001 10
18 | 0001 3 42 | 0000101 6
19 | 000101111 9 43 | 0000111 7
20 | 0001 2 44 1 0000111 5
21 | 000101 6 45 | 000011101101 12
22 | 000111 5 46 | 000011101011 11
23 | 00011101011 11 47 | 00001111100101101010011 23
24 | 0001 1 48 | 00001 |
25 | 0001111001 10 49
26 | 0001101 6 50




Aufgabe 9

Diskutieren Sie die bei Experiment 8.1 erhaltene zahlentheoretische Funktion
perl(n):

e Z.B.erkennen
perl(n) | (p—1), p—Primzahl. (2.36)

Beweis!

Aufgabe 10

Vergleichen Sie perl(n) mit den zahlentheoretischen Funktionen:

e perll(n)
Periodenl&nge der Dezimalbruchdarstellung von % (val. [3,4))
e perl2(n)
Periodenl&nge der regul&en Kettenbruchdarstellung von +/n (vgl. [5])

Aufgabe 11
o Stellen Sie in Experiment 8.1 erhaltene charakteristische Archimedes-
Kodewdrter
wort = z(0)z(1)z(2)z(3) ... € {0,1}* (2.37)

unter Benutzung des zweidimensionalen Notierungsmodells ,,Ulam-
Spirale® [6,7] als Schwaz-WeildMuster dar:



o

;{IQ;{I&&(!{@UQ;{I%}

V |
Z(17) z(4) |z(3) | z(2)z(11)

zl(18} zl'(S) z(0) z(f)z(f? s

A | )
2(19) 2(6) [5(7) _ (8)_«(9)x(26)  yip=p =

2(20).2(21)(2(22)2(23) 2(24)2(25)

Z(i)=1 =

Bild 1: Ulam-Spirale

Auf diese Weises erdfnen sich speziell fUr die Archimedes-Kodierung, aber
auch fUr alle &nlichen Bin&kodierungen (vgl. Abschnitt 2.4) qualitativ neue
Mdglichkeiten zur Darstellung (Visualisierung) und Analyse der "inneren
Struktur™ von irrationalen und transzendenten Zahlen (neue methodische,
heuristische und experimentelle Zugange, z.B. auch durch Einbeziehen des
Methodeninventars der digitalen Bildverarbeitung). Dabei werden &thetisch
sehr interessante, z.B. escheroide [8,9] oder ornamentale [10,11,12,13,14]
Schwarz-WeilsMuster generiert (Bild 2, Bild 3).
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Bild 2: Ulam-Spirale fir wort (Zcos %) = 00111, Archimedes — Kode



T

Bild 3: Ulam-Spirale fUr wort (‘L’ = %(\/g - 1)) = 10, Archimedes — Kode

Aufgabe 12

In welchen Fdlen ist eine Kettenwurzelentwichlung von wert € R(0,2) nicht
mdglich?

Aufgabe 13

Dekodieren Sie die Ulam-Spirale der Primzahlverteilung Bild 4 mittels
Algorithmus (A2).



z(i)=1 fiir i+1 - ungerade Primzahl

di)=0 = [ |  sonst
Bild 4: Ulam-Spirale der Primzahlverteilung, (vgl. [6])
(a) Aus der Ulam-Spirale entnehmen Sie das m — stellige Bin&wort
wort(m) = z(0)z(1) ...z(m — 2)z(m — 1)
= by—_1bm—> ... b1 by
=0010101000101000101 ....
Die Dekodierung liefert

lim wert(m) = 1,899788346331489 ....

m—-0oo

Diskutieren Sie dieses Ergebnis, benutzen Sie hierzu [15].

(2.38)

(2.39)



(b) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten von wert(m) anhand der Verl&ufe
von

wert(m)—wert(m+1)
wert(m+1)—wert(m+2)
e und pset(wert = (m),wert(m + 1).

e Differenzenquotient

(c) Dekodieren Sie das zu wort(m)
e reverse Binawort
revwort(m) = z(m — 1)z(m — 2) ...z(1)z(0)
= bpy_1bm_y ... by by, (2.40)
e komplement&e Bin&wort
komwort(m) = z(0) z(1) ...z(m — 2) z(m — 1)
= by_1bm—z ... by by, (2.41)

(d) Untersuchen und diskutieren Sie das Konvergenzverhalten des zugeh&igen

e revwert(m),
e komwert(m)

anhand der Verl&ufe von

e pset(m, revwert(m)), pset(m, komwert(m)),
e Differenzenquotient,

e pset(revwert(m), revwert(m+1)),
pset(komwert(m), komwert(m+1)).

2.4 Ad astra

Die betrachtete quadratische Kettenwurzel

\/2+(_—1)bm—1\/2+...+ (=1)b1y/2 4 (=1)boy/2 =
(2+ (—1)m= (2+...+(—1)E’1 (2 + (—111’0(2)%)5...)3) =

(.r%,-z; b 1, .,bl,bo) (2.42)

b=

kann als Spezialfall der Kettenpotenz



(xn, 2, bm—lv ...,bl,bo) =

@+ DI @24+ (DM 2+ (=DM )M (2.43)
(m+1)—mal Operand 2, m-mal Basis—1

m € N, (2.44)

n€eR (2.45)

b= by_q..biby €{0,1}" (2.46)

angesehen werden (vgl. [5,16,17]).

Weitere Spezialfdle:
e N=1 -, Kettensumme*
e N=-1 - Kettenbruch
1. 1 S
(;1? .Z;bm_l,....bl,bg) = ( l)b-—i (24!)
2
+ )t . (—l)bl
- 2+ (_l)bo
2
l ‘ (_l]f 3—1 ‘ (—l)bl (_l)f)n
= + ... +
2 | 2 2 ]2
e N=-2,-3, ... —,, Potenzkettenbruch*
(.l'_k.ZZf)m_l,.....b[.,lr)u) = ! %
. ( l)bm—l
2 + -
. —1)h
24 +( ) =
2+[_1)50 |
(2)!" e
k k
O (=D (=)
= - +...+ -
‘2 ‘ 2 ‘ 2 ‘ D



— kubische, ... Kettenwurzel

[ ]

S

I
Wl
PN

1 k k
(xk,2; b1, b1, bg) = |2+ (—1)bm—1\/2 + e+ (—1)1’1'(\/2 + (—1)>N/2

k=34,.. (2.49)

Analog zu der in Abschnitt 2.3 betrachteten Kettenwurzelentwicklung einer reellen positiven
Zahl wert € R(0, 2) (Archimedes-Kode) ist damit auch eine Kettenpotenzentwicklung reeller
positiver Zahl wert € R(ry, 1) (Bin&kodierung) impliziert ; dabei gilt die fUr die
Gleichungen (2.33) — (2.35) gemachte Fallunterscheidung entsprechend:

Gegeben :

wert € R(ry,13) (2.50)
Gesucht :

wort =b = by,_4 ...biby € {0,1}" (2.51)
mit

wert = (x",2;wort) (2.52)
L&ung :

Kodierungsalgorithmus wert—— wort

Regel | Bedingung Aktion Verbundaktion
1 ri=wert;y:=¢
2 T 1= |‘1'|?1_172
3 z=10
oder (A3)
length(y) =1 || wort := y stop
(:~)
4 >0 y:=yol goto r2
H y:i=yol goto 12

Dekodierungsalgorithmus wort—— wert

Regel | Bedingung Aktion Verbundaktion
1 r:=2" ;y .= worl
2 y=c¢ wert (= x stop (Ad)
(=) -
3 right(y,1)=0 || z:=(2+ 2)";y :=y S 0 | goto r2
4 right(y,1)=1 | 2:=(2—-2);y:=yE& 1 | goto r2




Aufgabe 14

Leiten Sie die Algorithmen (A3) und (A4) aus den Gleichungen (2.50) - (2.52)
her. Formulieren Sie dabei die Bedingungen fir die Kettenpotenzentwicklung
fUr wert.

VVon Besonderem Interesse ist dies auch als Teilgebiet der in Baustein 8
behandelten Kettenbruchtechnik - die Entwicklung einer positiven reellen Zahl
wert € R(ry, 1) in einem Kettenbruch Gleichung (2.47) mittels Algorithmus
(A3), n = -1. Die nachstehende Tabelle zeigt hierfr einige Beispiele.

wert ist Nullstelle wort Ulam Spirale
des Polynoms fiir wort(wert)
1 a? -1 1
2 —1 2 4 2z — 1 0
T=35(VH-1) o’ a1 10 Bild 5
2= 1(3-5) a? -3 41 01
V3-1 a? + 2z -2 1202 Bild 6
%(3 —V3) 3% — 6a + 2 0212
L(V/I85 — 11) 722 + 11z — 13 1303 Bild 7
1e(41 — 1/485) 232z° — 4lz +13 | 0°1°
(V66 — 1) 5a% 4+ 8x — 10 1101
ﬁ( V34597 — 89) 57z% + 89z — 117 || 1505 Bild 8
e—2=0,71828182... 1201010150119 ... | Bild 9




Bild 6: Ulam-Spirale fir wort ((\/§ - 1)) =1202, Algorithmus (A3)n=-1

Bild 7: Ulam-Spirale fir wort (1—14 (V485 — 11)) — 1303, Algorithmus (A3) n = -1



Bild 8: Ulam-Spirale fir wort (1—; (V32597 — 89)) — 1505, Algorithmus (A3) n = -1



Bild 9: Ulam-Spirale fir wort(e-2) = 120101°01801%° ... , Algorithmus (A3) n=-1

Aufgabe 15

Experimentieren Sie nun weiter mit den Kodierungs- und
Dekodierungsalgorithmen (A3) und (A4) fir verschiedene n, bearbeiten Sie z.B.
Aufgabe 13 fir Algorithmus (A4), n=1, ...

Aufgabe 16

Neugier:
Welche Funktionen lassen sich als spezielle Kettenpotenzen (x", 2; b) darstellen?



n (;ET?]',Q:E)) —

2a + 1 .
% 2 cos (%W} ; Kettenwurzeldarstellung der
a=g ' (b) Cosinusfunktion, (Abschnitt 2.1 ,

Gleichungen (2.16) — (2.20) )

1| -2 (2 (Zi”:al a;) +1—-(m+ 2]) : | Kettensummendarstellung

;i = b1 B by @& ...DHDb; der ?funktion

-117? Kettenbruchdarstellung
der ?funktion

2.5 Schlufdetrachtung

Mit der in den Abschnitten 2.1 und 2.3 bzw. 2.4 skizzierten
Kettenwurzeldarstellung haben Sie ein Untersuchungs- und
Visualisierungsinstrument(tool!) kennengelernt, das Ihnen einen vergleichenden
Blick in die "innere Struktur" von mathematischen Konstanten und von
Funktionen gestattet.

Experimentieren Sie mit diesem Instrument im Sinne der einleitend genannten
Zielstellung selbst&ndig, loten Sie es produktiv aus (z.B. auch bzgl. der
Mdglichkeiten einer B-basierten (B # 2) Kettenpotenzdarstellung), suchen Sie
aber auch seine Grenzen und Nachteile festzustellen!

Algorithmen zur Berechnung

e der Zahlenwerte mathematischer Konstanten

e der Funktionswerte interessanter Funktionen

finden Sie z.B. in [18,19,20,21,22].
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